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Corrigé du devoir a la maison

Exercice 1

Soit A une partie d’un ensemble E, on appelle fonction caractéristique de A Uappli-
cation fa: E — {0,1} définie par

0 siz¢gA
1 sizeA

faz) = {
Soit A et B deux parties de E, fa et fg leurs fonctions caractéristiques.

(1) Montrer que pour tout x € E on a la relation 1 — fa(x) = fg_a(7) ou CrA est le
complémentaire de A dans E.
Soit # € E. Supposons d’abord qu’on a x € A. Alors on a x ¢ [gA. Par suite on a

1— fa(z) =0= fg, a(2).

Si maintenant on a = ¢ A, c’est-a-dire x € g A, on a

L — fa(z) =1= fg a(2).

La relation demandée est donc bien vérifiée pour tout = € FE.
(2) Montrer que pour tout x € E on a la relation fa(x)fp(x) = fanp(x).
Soit x € E. Supposons d’abord qu'on ax € ANB. Alorsz € Aet x € B, et on a

fa(@)fp(z) =11=1= fanp(z).

Supposons & présent qu'on a x ¢ AN B. Alors ¢ ¢ A ou x ¢ B, donc fa(z) = 0 ou
fe(x) =0, et dans tous les cas on a

fa(@)fp(x) = 0= fanp(z).

La relation demandée est donc bien vérifiée pour tout x € E.
(3) Montrer que pour tout x € E on a la relation fa(x)+ fe(z)— fa(x)fe(x) = faup(z).
Supposons d’abord quonax € ANB. Alorsz € A, x € B,et t € AUB et on a

fa(@) + f(x) — fa(@)fp(r) = 1+ 1-1=1= faup(z).

Supposons ensuite quon ax € AUBet x ¢ ANB. Alorsz € Aet x ¢ B, soit © ¢ A et
x € B. Dans les deux cas t ¢ AN Betona

fa(@) + f(x) — fa(@)fp(x) =1+ 0—-0=1= faup(z).



Supposons enfin quon a z ¢ AU B. Alors x ¢ Aet z ¢ B, et on a

fa(@)+ fe(z) — fa(z)fe(x) =04+0—-0=0= faun(x).

La relation demandée est donc bien vérifiée pour tout x € E.

(4) Montrer que pour tout x € E on a la relation fa(z)+ fe(x)—2fa(z)fB(x) = fanp(x)
ot AAB = (A\B)U(B\ A).

On a A\ B = ANCgB. D’apres les deux premiéres questions, on a donc pour tout

v e FE fap(x) = fa(z)(1 - fp(z)). De méme on a fp\a(z) = fp(x)(1 — fa(z)). Par
ailleurs, A\ B et B\ A sont disjoints, donc d’apres la question 2 on a pour tout z € E
fas(@).fe\a(z) = fo(x) = 0. D’apreés la question précédente, on a alors pour tout z € F

fanp(@) = fa(@) + fB\a(®) — fa\B(2)-fBrA(T)
= fa(z)(1 = fB(z)) + fB(2)(1 — fa(2))
= fa(z) + fB(z) = 2 fa(z) fB(2).

Exercice 2

n
(1) Démontrer par récurrence que pour tout n € N on a : Z L n+1)

Considérons, pour n € N, ’assertion

7 Zk_ n+1)

0
Montrons que J73 est vraie. On a ) k = 0. Par ailleurs n(n;l) = w = 0. Donc 4
k=0
est vraie.

Soit n € N tel que 77, est vraie. Montrons que 7,41 1’est encore. On a
n+1

Zk— (Zk>+n+1

D’apres 77, on a donc

n+1
ik:n(%—i_l)_Fn_Fl:(n_’_l)(g_i_l):W_
k=0

Ainsi /7,1 est encore vraie.
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, 7, est vraie.
(2) Soit n € N. Calculer en développant (k + 1)3 la quantité suivante :

n+1

S k1)
k=0

2



On a

nf/@”* f:kﬂ) (n+1)—1+§nj — (k+1)%
k=0 k=1
=m+1P° -1+ (K -k —3k*-3k—1)
k=1
:(n+1)3—1—zn:(3k2+3k+1)
k=1
= (n+1)° —1—3<§:k2>+3(2k> (Z)
k=1

Ainsi, d’apres la question précédente, on a

n+1

Sk Sk 1P = (1) 13 (Zk2>+3 nntl)
k=0

(on pourrait deés a présent simplifier 'expression du second membre, mais ce sera fait a
la question suivante de toute fagon).

(3) En déduire que pour tout n € N on a : Z k? = (2n3 + 3n% +n).
On a

Sk+1P=0+1P°+1+1)°+ - +(n—1+1°+ (n+1)°
k=0
=134+ 4+. 40P+ (n+1)>3
n+1

= Z k3
k=1

(si I'on veut le montrer de maniere moins informelle, on effectue le changement de variable
¢ =k + 1 dans la somme 3 7_,(k + 1)%) d’'ott

n+1

n
Zk3 > (k+1)°=o0.
k=0
D’apres le calcul effectué a la question précédente, on a donc
1 1
Z/f2 (n—l—l) —1—3”(”;)—n> — (207 460+ 6n+2-2—3n% 30— 2n)

:%<2n3+3n2+n).



Exercice 3

(1) On rappelle que pour n,p € N avecp<n eta,b€R on a :
Ch = (n) - et  (a+b)" = zn:Cﬁap b"P .
(n—p)'p! =
Soit n € N. A laide de la formule du binéme ci-dessus, démontrer que
CY+Cp+---+C 4Ol = 2",

Appliquons la formule du binéme avec a = b = 1. On trouve

n n
=N "CRIPITP =N "Ch=C)+Cp 4+ OO
p=0 p=0

(2) Calculer de méme i (—1)PCP.
p=0

Appliquons la formule du binéme avec a = 1 et b = —1. On trouve, dans le cas ou n
est non nul,

p=0
Sin=0,ona Zn: (—1)PCP = 1.
p=0
(3) Calculer
Y pCh et Y pp-1)Cl.
p=1 p=2
En déduire la valeur de N
Z p? CP.
p=1

On suppose n > 1. Pour p € {1,...,n}, on a

n! n.(n —1)! 1
— TLCP 1

L ol P oy iy o

d’ou
n n n—1
P _ p—1 _ 74
dpCh=n) Cli=n) Cp,.
p=1 p=1 p=0

n n
Ainsi d’apres la premiére question on a le CP=n2"t Sin =0, Y pCP est la
« somme vide », qui vaut 0 (et donc la relation ci-dessus est encore vraie) ; on peut aussi

n n
remarquer qu’on a pour n > 1 la relation ) pCP = > pCP et que pour n = 0 cette
p=1 p=0
derniere expression vaut 0.



Supposons & présent n > 2. Pour p € {2,...,n}, on a

n! n.(n—1).(n —2)! p—
Po= 1) CE=plp =1 T = -1y op

d’ou
n—

n 2
Yopp-1)Ch=n(n-1)Y C'1=nYy Cb,
p=2 p=0

p=2
Ainsi d’apres la premiére question on a

n

Zp(p —1)CF =n(n—-1) on—2,
p=2

n
Sine{0,1},ona > p(p—1)CP =0 et la relation précédente est encore vraie.
p=2
On a par ailleurs pour tout n € N

n n

Splp-1)CE="pp—-1)Ch=> p*CP—> pCh=> p*Ct-> pC?
p=1 p=1 p=1

p=2 p=1 p=1

n n n
SpPCE=) plp-1)Ch+> pCP
p=1 p=1 p=1
=n(n—-1)2""2+n2"!
=2""22n+4n(n—1))
= 2" 2n(n+1).
(4) Retrouver la question précédente en dérivant (une puis deuzx fois) la fonction x €

R—(14x)".
Notons f, la fonction en question. On a, si n > 1,

VzeR, fl(z)=n(1+z)"!

et, sin > 2,
Ve eR, f/(z)=nn—-1)1+2z)""2

Par ailleurs on a
n

Ve €R, fo(z) =) ChaP.

p=0

d’ou on déduit les relations

Ve eR, fy(z)=) ChpaP™

p=1



et
Ve eR, fl(x)=> Chp(p—1)aP~>
p=2

On en déduit en comparant les expression obtenues, pour n > 1

Vx € R, Z CPpaPt=n(14+2)"" (%)
p=1

et pour n > 2

n
Vz € R, Z CPlplp—1DaPt=nn—1)1+2z)""2 (xx).
p=2
En écrivant les relations (x) et (s*) pour z = 1, on retrouve bien les résultats de la
question précédente (les cas n = 0 pour la premiére formule et n € {0,1} pour la seconde
peuvent se traiter de la méme facon, il faut simplement faire attention a ’expression de
la dérivée).

Exercice 4

On rappelle qu’une relation d’ordre R sur un ensemble M est une relation binaire vérifiant
pour tout a,b,c € M :

(i) aRa,

(ii) (aRb et bRa)= a =b,

(iii) (aRb et bRc)= aRec.

Soient E un ensemble et P(E) l'ensemble des parties de E.
(1) Montrer que la relation A C B, A, B € P(E) est une relation d’ordre sur P(E).

Soit A € P(E). Tout élément de A est un élément de A (!), ainsi on a A C A et donc
(i) est vérifiée.

Soient A, B € P(F) tels que A C B et B C A. Ainsi tout élément de A est un élément
de B, et réciproquement. Donc A et B ont les mémes éléments, c’est-a-dire on a A = B.
Ainsi (ii) est vérifiée.

Soient A, B € P(E) tels que A C B et B C C. Montrons qu'on a A C C. Soit z un
élément de A. Comme on a A C B, = est un élément de B. Comme on a B C C, x est
un élément de C. Ainsi tout élément de A est un élément de C, donc on a A C C et (iii)
est vérifiée.

Ainsi, C est bien une relation d’ordre sur P(E).

(2) Trouver le plus petit majorant et le plus grand minorant de { A, B} pour A, B € P(E).

Soit C' € P(FE) qui est majorant de {A, B}. Cela signifie qu'ona A C C et B C C.
En particulier, on a AU B C C. Réciproquement, si on a AU B C C, comme A et B
sont inclus dans A U B, par transitivité de I'inclusion (propriété (iii)) on a bien A C C et
B c C. Finalement on a montré :

VC € P(E), C est un majorant de {A, B} <= AUB C C



On en déduit que le plus petit majorant de {A, B} est AU B.
De manieére similaire, on montre la propriété

VC € P(E), C estun minorant de {A,B} <= C C ANB

On en déduit que le plus grand minorant de {A, B} est AN B.



