M1 2011-2012

Bases d’algorithmique

Interrogation no 3

Durée : 1h
Les notes de cours, de TD et de TP sont autorisées.

Exercice 1 (sur 7 points)

Soit A un anneau (non nécessairement unitaire, ni commutatif).

1. Montrer que l'algorithme naif de multiplication de deux matrices de taille n x n a
coefficients dans A a une complexité de O(n?) opérations élémentaires (i.e. additions
ou multiplications) dans A.

2. Exprimer chacune des quatre entrées de la matrice produit :

(o))

comme combinaison linéaire des sept quantités suivantes :
Plza(g—h) 3 sz(a—i-b)h y P3:(C+d)6 ) P4:d(f—6)
Ps=(a+d)(e+h) ; Ps=0b—-d)(f+h) ; Pr=(a—c)e+g).

3. Proposer un algorithme qui permet de multiplier deux matrices carrées de taille 2% x 2%
a coefficients dans A en O(7*) opérations élémentaires dans A. (On pourra s’inspirer
de l'algorithme de multiplication rapide de Karatsuba.)

4. En déduire un algorithme qui permet de multiplier deux matrices carrées de taille
n x n a coefficients dans A en O(n'°827) opérations élémentaires dans A.

Exercice bonus (sur 3 points)

1. Soit (vy)n>0 une suite de nombres réels vérifiant pour tout entier n > 1 :
6002 4000
_|_

Un UnUn—1

Ung1 = 2003 —

Montrer qu’il existe des nombres réels a, b et ¢ tels que :

a+b-2"t 4 ¢. 2000+
a-+b-27 4 ¢-2000™

Unp =

pour tout entier n > 0.
(Dans un premier temps, on conseille de sauter cette question et d’admettre le résultat.)
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2. On considere le programme MAPLE suivant :

itere := proc (a,b)
local x,y,z,1i;
X :=a;y :=b;
for i from 1 to 100 do
z := 2003 - 6002/x + 4000/ (x*y) :
X 1= yry =z
do:
evalf (y);
end proc

Qu’obtient-on lorsque 'on exécute la commande itere(3/2, 5/3)7
Et lorsque 'on exécute la commande itere(1.5, 5/3) 7
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