
Complexite  en moyenne du tri rapide : 
corrige  

Question 1 
Pour chacune des valeurs du pivot T[0], il y a (𝑛 − 1)! Ordres possibles pour les 𝑛 − 1 autres valeurs, 

d’où une probabilité 
(𝑛−1)!

𝑛!
=

1

𝑛
 pour cette valeur du pivot. 

Les 𝑛 valeurs possibles pour le pivot sont donc équiprobables, de probabilité 
1

𝑛
. 

Question 2 
L’énoncé de cette question est inexact : il faut supprimer l’étape f) de l’algorithme pour que cette 

propriété soit vérifiée. Considérons donc ici seulement les étapes a) à e) de l’algorithme de partition, 

en arrêtant l’exécution à la place de l’étape f). 

Notons que le tableau T n’est modifié qu’à l’étape e), par échange de T[i] et T[j-1] lorsque 𝑖 < 𝑗. De 

plus, l’étape e) n’est exécutée qu’après l’étape d), lorsque 𝑇[𝑗 − 1] < 𝑇[𝑎], et l’étape d) n’est 

exécutée qu’après l’étape c), lorsque 𝑇[𝑖] > 𝑇[𝑎]. On a donc 𝑖 < 𝑗 et 𝑇[𝑖] > 𝑇[𝑎] > 𝑇[𝑗 − 1] lors 

d’un tel échange. Comme 𝑇[𝑖] < 𝑇[𝑗 − 1], on ne peut pas avoir 𝑖 = 𝑗 − 1, donc 𝑖 ≤ 𝑗 − 2. 

La variable i n’est modifiée que par incrémentation (étapes c) et e)), et la variable j n’est modifiée 

que par décrémentation (étapes d) et e)). De plus, si 𝑖 ≥ 𝑗 après incrémentation de i en c) ou après 

décrémentation de j en d) ou e), l’exécution de l’algorithme s’arrête sans que i, j ou T soient modifiés 

à nouveau. On ne peut pas avoir 𝑖 ≥ 𝑗 après incrémentation de i en e) (puisque 𝑖 ≤ 𝑗 − 2). On en 

déduit donc que : 

 la variable i prend des valeurs croissantes au fil de l’exécution ; 

 la variable j prend des valeurs décroissantes ; 

 on a 𝑖 = 𝑗 à la fin de l’exécution (i.e. quand 𝑖 ≥ 𝑗 en entrée de l’étape e)). 

Notons 𝑖fin la valeur de i (et j) en fin d’exécution. On a alors toujours 𝑖 ≤ 𝑖fin ≤ 𝑗, avec une des 

inégalités stricte, pendant l’exécution. 

Soit un entier 𝑘 tel que 𝑎 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖fin − 2 et 𝑇[𝑘] ≤ 𝑇[𝑎]. Alors : 

 on ne peut pas avoir 𝑖 = 𝑘 à l’étape e) car 𝑇[𝑘] ≤ 𝑇[𝑎] ; 

 on ne peut pas avoir 𝑗 − 1 = 𝑘 à l’étape e) car 𝑘 ≤ 𝑖fin − 2 < 𝑖fin − 1 ≤ 𝑗 − 1 ; 

donc T[k] n’est jamais modifié. 

De même, si 𝑖fin ≤ 𝑘 ≤ 𝑏 − 1 et 𝑇[𝑘] ≥ 𝑇[𝑎], alors : 

 on ne peut pas avoir 𝑖 = 𝑘 lors d’un échange à l’étape e) car 𝑖 ≤ 𝑖fin ≤ 𝑘, et on aurait 𝑖 > 𝑖fin 

après exécution de l’étape e) ; 



 on ne peut pas avoir 𝑗 − 1 = 𝑘 à l’étape e) car 𝑇[𝑘] ≥ 𝑇[𝑎] ; 

donc T[k] n’est jamais modifié. 

Question 3 
Comme pour la question précédente, considérons ici seulement les étapes a) à e) de l’algorithme de 

partition. On conserve également les notations introduites à la réponse précédente. 

Soit 𝑘 un entier tel que 𝑖fin ≤ 𝑘 ≤ 𝑏 − 1 et 𝑇[𝑘] < 𝑇[𝑎] initialement. On atteint alors 𝑗 = 𝑘 + 1 soit 

à l’étape d) soit à l’étape e). 

Si 𝑗 = 𝑘 + 1 est atteint à l’étape d), alors on a 𝑇[𝑖] > 𝑇[𝑎] en raison de la condition de boucle de 

l’étape c), donc 𝑖 ≠ 𝑘 = 𝑗 − 1, donc 𝑖 < 𝑖fin < 𝑗. On a donc échange de T[i] et T[k] à l’étape e). 

Si 𝑗 = 𝑘 + 1 est atteint à l’étape e), on a à ce moment-là 𝑖 ≤ 𝑖fin < 𝑗. Si l’étape c) suivante se termine 

avec 𝑖 ≥ 𝑗, on aurait 𝑖 > 𝑖fin, ce qui est impossible. On est donc ramené à une situation identique à 

celle du cas précédent. 

Les éléments T[k] avec 𝑖fin ≤ 𝑘 ≤ 𝑏 − 1 et 𝑇[𝑘] < 𝑇[𝑎] sont donc tous échangés. La croissance de i 

et la décroissance de j entraînent donc que leur ordre est renversé. 

Question 4 
On considère toujours un algorithme de partition arrêté à l’étape e). 

Si 𝑘 est le nombre d’échanges effectués par l’algorithme de partition, le nombre de permutations 

menant à une telle configuration correspond au nombre de façons de placer les 𝑘 éléments 

inférieurs au pivot échangés parmi les 𝑢 éléments inférieurs au pivot après partition et les 𝑘 

éléments supérieurs au pivot échangés parmi les 𝑣 éléments supérieurs au pivot, d’après les 

questions 2 et 3. Il y a (𝑢
𝑘
)(𝑣

𝑘
) tels choix. On trouve donc au total 

∑ (
𝑢

𝑘
) (

𝑣

𝑘
)

min⁡(𝑢,𝑣)

𝑘=0

 

telles permutations. 

Question 5 
Par la formule du binôme, on a : 

(1 + 𝑋)𝑢 = ∑(
𝑢

𝑘
)𝑋𝑘

𝑢

𝑘=0

 

(1 + 𝑋)𝑣 = ∑(
𝑣

𝑘
)𝑋𝑘

𝑣

𝑘=0

 



En développant le produit (1 + 𝑋)𝑢(1 + 𝑋)𝑣, on trouve pour coefficient de 𝑋𝑢 : 

∑(
𝑢

𝑢 − 𝑘
)

+∞

𝑘=0

(
𝑣

𝑘
) = ∑(

𝑢

𝑘
) (

𝑣

𝑘
)

+∞

𝑘=0

= ∑ (
𝑢

𝑘
) (

𝑣

𝑘
)

min(𝑢,𝑣)

𝑘=0

 

D’autre part, on a 

(1 + 𝑋)𝑢+𝑣 = ∑(
𝑢 + 𝑣

𝑘
)

𝑢+𝑣

𝑘=0

 

donc 

∑ (
𝑢

𝑘
) (

𝑣

𝑘
)

min(𝑢,𝑣)

𝑘=0

= (
𝑢 + 𝑣

𝑢
) =

(𝑢 + 𝑣)!

𝑢! 𝑣!
=
(𝑏 − 𝑎 − 1)!

𝑢! 𝑣!
 

Question 6 
Considérons d’abord l’algorithme de partition sans l’étape f). D’après les questions 1 , 4 et 5, la 

probabilité d’obtenir une des 𝑢! permutations des éléments inférieurs au pivot est 

𝑣!
(𝑏 − 𝑎 − 1)!

𝑢! 𝑣!

1

(𝑏 − 𝑎 − 1)!
=

1

𝑣!
 

donc ces permutations sont toutes équiprobables. De même, on trouve que les 𝑣! permutations des 

éléments supérieurs au pivot sont équiprobables. 

L’étape f) applique aux éléments inférieurs au pivot une permutation fixée (un 𝑢-cycle), ce qui 

correspond à une bijection de l’ensemble des 𝑢! permutations sur lui-même. L’équiprobabilité est 

donc conservée. 

Question 7 
Comme chaque exécution des étapes c), d) ou e) de l’algorithme diminue 𝑗 − 𝑖 d’au moins 1, et 

comme les étapes a), b) et f) sont exécutées une seule fois, le temps d’exécution de l’algorithme de 

partition est du 𝑂(𝑏 − 𝑎). Plus précisément, on peut le majorer par 𝑐0𝑛 + 𝑐1, pour des constantes 

positives 𝑐0 et 𝑐1, et 𝑛 = 𝑏 − 𝑎. 

Les 𝑛 − 1 valeurs de 𝑢 dans la question 6 étant équiprobables d’après la question 1, on trouve 

𝐸𝑛 ≤
1

𝑛
∑(𝑐0𝑛 + 𝑐1 + 𝐸𝑢 + 𝐸𝑛−1−𝑢)

𝑛−1

𝑢=0

= 𝑐0𝑛 + 𝑐1 +
2

𝑛
∑𝐸𝑢

𝑛−1

𝑢=0

 

quand 𝑛 > 1 (i.e. quand l’algorithme de partition est utilisé). 

Question 8 
On procède par récurrence sur 𝑛. 



On a 𝐼(0) ≥ 𝐸0 et 𝐼(1) ≥ 𝐸1 par hypothèse. 

Si 𝑛 ≥ 2 et 𝐼(𝑘) ≥ 𝐸𝑘 pour tout 𝑘 < 𝑛, alors 

𝐸𝑛 ≤ 𝑐0𝑛 + 𝑐1 +
2

𝑛
∑ 𝐼(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

≤ 𝑐0𝑛 + 𝑐1 +
2

𝑛
∑∫ 𝐼(𝑖)⁡𝑑𝑡

𝑖+1

𝑖

𝑛−1

𝑖=0

≤ 𝑐0𝑛 + 𝑐1 +
2

𝑛
∫ 𝐼(𝑡)⁡𝑑𝑡
𝑛

0

≤ 𝐼(𝑛)

 

par croissance de la fonction 𝐼, d’où la récurrence. 

Question 9 
En multipliant l’équation (1) par 𝑥 et en dérivant, on trouve 

𝐼(𝑥) + 𝑥⁡𝐼′(𝑥) = 2⁡𝐼(𝑥) + 2𝑐0𝑥 + 𝑐1 

donc 

𝑥⁡𝐼′(𝑥) − 𝐼(𝑥) = 2𝑐0𝑥 + 𝑐1 

L’équation homogène associée, 𝑥⁡𝐼′(𝑥) − 𝐼(𝑥) = 0, a pour solutions sur ]1,+∞[ : 

𝐼(𝑥) = exp (∫
𝑑𝑡

𝑡

𝑥
), donc 𝐼(𝑥) = 𝐶𝑥 pour une certaine constante 𝐶. 

On résout ensuite l’équation complète par variation de la constante. Si 𝑓(𝑥) =
𝐼(𝑥)

𝑥
, alors on a 

𝑥⁡𝑓(𝑥) + 𝑥2⁡𝑓′(𝑥) − 𝑥⁡𝑓(𝑥) = 2𝑐0𝑥 + 𝑐1, donc 𝑓′(𝑥) = 2𝑐0𝑥
−1 + 𝑐1𝑥

−2, donc 𝑓(𝑥) =

2𝑐0 log(𝑥) − 𝑐1𝑥
−1 + 𝑐2 pour une certaine constante 𝑐2, d’où 

𝐼(𝑥) = 2⁡𝑐0⁡𝑥 log(𝑥) − 𝑐1 + 𝑐2⁡𝑥 

Question 10 
Considérons donc une fonction de la forme 𝐼(𝑥) = 2⁡𝑐0⁡𝑥 log(𝑥) − 𝑐1 + 𝑐2⁡𝑥 pour 𝑥 ≥ 1. On a 

2

𝑥
∫ 𝐼(𝑡)⁡𝑑𝑡
𝑥

0

+ 𝑐0⁡𝑥 + 𝑐1 =
2

𝑥
∫ 𝐼(𝑡)⁡𝑑𝑡
1

0

+ 𝐼(𝑥) +
𝑐0 + 2⁡𝑐1 − 𝑐2

𝑥
 

donc on faut et il suffit d’avoir 𝑐2 = 𝑐0 + 2⁡𝑐1 + 2∫ 𝐼(𝑡)⁡𝑑𝑡
1

0
 pour que l’équation (1) soit vérifiée. La 

condition 𝐼(1) ≥ 𝐸1 équivaut à 𝑐2 ≥ 𝑐1 + 𝐸1. 

Posons 𝑐2 = max(𝑐0 + 2⁡𝑐1 + 2⁡𝐸0, 𝑐1 + 𝐸1). Comme 𝐸0 ≤
𝑐2−𝑐0−2⁡𝑐1

2
≤ 𝑐2 − 𝑐1, on peut trouver 

une fonction 𝐼 continue croissante sur [0, 1] (par exemple affine par morceaux) telle que 𝐼(0) = 𝐸0, 

𝐼(1) = 𝑐2 − 𝑐1 et ∫ 𝐼(𝑡)⁡𝑑𝑡
1

0
=

𝑐2−𝑐0−2⁡𝑐1

2
. La fonction 𝐼 ainsi définie par morceaux vérifie toutes les 

conditions de la question 8, donc 𝐸𝑛 ≤ 𝐼(𝑛) pour tout 𝑛 ≥ 0, donc 𝐸𝑛 = 𝑂(𝑛 log(𝑛)). 
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