Complexité en moyenne du tri rapide :
corrigé

Question 1
Pour chacune des valeurs du pivot T[0], il y a (n — 1)! Ordres possibles pour les n — 1 autres valeurs,
d’ou une probabilité % = % pour cette valeur du pivot.

Les n valeurs possibles pour le pivot sont donc équiprobables, de probabilité -

Question 2

L’énoncé de cette question est inexact : il faut supprimer I'étape f) de I'algorithme pour que cette
propriété soit vérifiée. Considérons donc ici seulement les étapes a) a e) de I'algorithme de partition,
en arrétant I'exécution a la place de I'étape f).

Notons que le tableau T n’est modifié qu’a I’étape e), par échange de T[i] et T[j-1] lorsque i < j. De
plus, I'étape e) n’est exécutée qu’apres I'étape d), lorsque T[j — 1] < T[a], et I'étape d) n’est
exécutée qu’apres I'étape c), lorsque T[i] > T[a]. Onadonci < jetT[i] > T[a] > T[j — 1] lors
d’un tel échange. Comme T[i] < T[j — 1], on ne peut pas avoiri = j — 1,donci < j — 2.

La variable i n’est modifiée que par incrémentation (étapes c) et e)), et la variable j n’est modifiée
que par décrémentation (étapes d) et e)). De plus, si i = j apres incrémentation de i en c) ou aprés
décrémentation de j en d) ou e), I'exécution de I'algorithme s’arréte sans que i, j ou T soient modifiés
a nouveau. On ne peut pas avoir i > j aprés incrémentation de i en e) (puisque i < j — 2). Onen
déduit donc que :

e lavariablei prend des valeurs croissantes au fil de I'exécution ;
e lavariable j prend des valeurs décroissantes ;
e onai=jalafindel'exécution (i.e. quand i = j en entrée de I'étape e)).

Notons i, la valeur de i (et j) en fin d’exécution. On a alors toujours i < i, < j, avec une des
inégalités stricte, pendant I'exécution.

Soitunentierktelquea+ 1 < k < iy, — 2 et T[k] < T[a]. Alors :

e onnepeutpasavoiri =k al'étapee)car T[k] < T[a] ;

e onnepeutpasavoirj—1=kalétapee)cark <ig, —2<ia—1<j—1;
donc T[k] n’est jamais modifié.
De méme, siig, <k < b —1etT[k] = T[a], alors:

e onne peut pas avoir i = k lors d’un échange a I'étape e) cari < i, < k, et on auraiti > i,
aprées exécution de I'étape e) ;



e onnepeutpasavoirj — 1=k alétapee)carT[k] = T[a];

donc T[k] n’est jamais modifié.

Question 3
Comme pour la question précédente, considérons ici seulement les étapes a) a e) de I'algorithme de
partition. On conserve également les notations introduites a la réponse précédente.

Soit k un entier tel que ig, < k < b — 1 et T[k] < T[a] initialement. On atteint alors j = k + 1 soit
a I'étape d) soit a I'étape e).

Sij =k + 1 est atteint a I'étape d), alors on a T[i] > T[a] en raison de la condition de boucle de
I'étape c), donci # k =j—1,donci < ig, < j.Onadonc échange de T[i] et T[k] a I'étape e).

Sij =k + 1 est atteint a I'étape e), on a a ce moment-lai < iy, < j. Sil'étape c) suivante se termine
aveci = j, onaurait i > ig,, ce qui estimpossible. On est donc ramené a une situation identique a
celle du cas précédent.

Les éléments T[k] avec ig, < k < b — 1 et T[k] < T[a] sont donc tous échangés. La croissance de i
et la décroissance de j entrainent donc que leur ordre est renversé.

Question 4
On considere toujours un algorithme de partition arrété a I'étape e).

Si k est le nombre d’échanges effectués par I'algorithme de partition, le nombre de permutations
menant a une telle configuration correspond au nombre de fagons de placer les k éléments
inférieurs au pivot échangés parmi les u éléments inférieurs au pivot aprés partition et les k
éléments supérieurs au pivot échangés parmi les v éléments supérieurs au pivot, d’apres les
questions 2 et 3. Ily a (}})(}) tels choix. On trouve donc au total

min(u,v)
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telles permutations.
Question 5
Par la formule du bindme, on a :
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En développant le produit (1 + X)“(1 + X)?, on trouve pour coefficient de X* :
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Question 6

Considérons d’abord I'algorithme de partition sans I'étape f). D’apres les questions 1,4 et 5, la
probabilité d’obtenir une des u! permutations des éléments inférieurs au pivot est

(b-a-1! 1 1
VT (h—a—1)!

donc ces permutations sont toutes équiprobables. De méme, on trouve que les v! permutations des
éléments supérieurs au pivot sont équiprobables.

L'étape f) applique aux éléments inférieurs au pivot une permutation fixée (un u-cycle), ce qui
correspond a une bijection de I'ensemble des u! permutations sur lui-méme. L’équiprobabilité est
donc conservée.

Question 7

Comme chaque exécution des étapes c), d) ou e) de I'algorithme diminue j — i d’au moins 1, et
comme les étapes a), b) et f) sont exécutées une seule fois, le temps d’exécution de I'algorithme de
partition est du O (b — a). Plus précisément, on peut le majorer par cyn + ¢4, pour des constantes
positives cy et c;, etn = b — a.

Les n — 1 valeurs de u dans la question 6 étant équiprobables d’aprés la question 1, on trouve

n—-1 n-1
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u=0 u=0

quand n > 1 (i.e. quand I'algorithme de partition est utilisé).

Question 8
On procede par récurrence sur n.



Onal(0) = E, etI(1) = E; par hypothese.

Sin = 2etI(k) = Ey pour tout k < n, alors
n—1
2 .
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<con+cg +E E f 1(Q) dt
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2 n
<con+c +—f I(t) dt
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par croissance de la fonction I, d’ou la récurrence.

Question 9
En multipliant I’équation (1) par x et en dérivant, on trouve

1) +xT'(x) =21(x) + 2¢cox + ¢4
donc
xI'(x) —I(x) = 2¢cox + ¢4

L’équation homogeéne associée, x I'(x) — I(x) = 0, a pour solutions sur |1, +oo[ :
I1(x) = exp (fx%), donc I(x) = Cx pour une certaine constante C.
1(x)

On résout ensuite I'équation compléte par variation de la constante. Si f(x) = o alorsona

x f(x)+x2 f'(x) —x f(x) = 2cox + ¢4, donc f'(x) = 2cox™1 + ¢;x72, donc f(x) =
2¢olog(x) — c;x~1 + ¢, pour une certaine constante ¢, d’ol

I(x) =2cyxlog(x) —cy +cyx

Question 10
Considérons donc une fonction de la forme I(x) = 2 ¢, xlog(x) — ¢, + ¢, x pourx = 1.0n a

2 [* 2 (! co+2c—c

—f IO dt+cox+ ¢ =—f 1) dt +1(x) + ——1 2

X Jo X Jo

donc on faut et il suffit d’avoirc, = cy + 2 ¢; + 2 fol I(t) dt pour que I'équation (1) soit vérifiée. La
condition /(1) > E; équivautac, > ¢; + E;.

—co—2
Posons ¢, = max(cy + 2 ¢, + 2 Ey, ¢4 + E;). Comme Ey < % <c

— ¢y, on peut trouver

une fonction I continue croissante sur [0, 1] (par exemple affine par morceaux) telle que 1(0) = E,,
1 —co—2 . P g

I(1)=c, —cy et fo I(t) dt = % La fonction I ainsi définie par morceaux vérifie toutes les

conditions de la question 8, donc E,, < I(n) pour toutn = 0, donc E,, = 0(nlog(n)).
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