
M1 2011–2012

Théorie des nombres

Examen — 2e session

Durée : 2h
Les notes de cours et de TD sont autorisées. Les calculatrices sont autorisées. Les télé-
phones sont interdits.

Exercice 1
Soit z ∈ C× un entier algébrique. Soit f son polynôme minimal (sur Q). Montrer

que 1
z est un entier algébrique si et seulement si f(0) = ±1. Montrer que c’est aussi

équivalent à 1
z ∈ Z[z].

Exercice 2
Soit K un corps fini. Montrer que tout élément de K peut s’écrire comme la somme

de deux carrés d’éléments de K.

Exercice 3
Calculer le symbole de Jacobi

(
6547
8731

)
.

Exercice 4
Soit K = Q(21/3). Notons OK l’anneau des entiers de K.

1. Calculer l’image de x + y21/3 + z22/3 ∈ K par l’application trace TrK/Q et par l’ap-
plication norme NK/Q.

2. Calculer le discriminant de la Q-base
(
1, 21/3, 22/3

)
de K.

3. En déduire que OK = Z
[
21/3

]
.

4. Montrer que l’équation diophantienne x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz = 1 a une infinité de
solutions (x, y, z) ∈ Z3.
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