Licence 3 — Mathématiques 2012-2013

% Géométrie euclidienne et isométries

Examen (session de juin) : 2 heures.

Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés. Le baréme est donné a titre
indicatif et pourra éventuellement faire l'objet d'ajustements.

Rappel concernant les notations : Soit & est un espace affine euclidien de direction E. Si , v’ sont
deux vecteurs de E, on note u - v leur produit scalaire. Si A, B sont des points de &, on désigne par
AB lanorme euclidienne du vecteur défini par le bipoint (4, B) i.e.

—
AB:=|ABJ.

Exercice 1 4 pts

Les questions suivantes sont indépendantes.
1. Soient E un espace vectoriel euclidien et F un sous-espace vectoriel de E.
a. Rappeler la définition de I'orthogonal F+ de F dans E.

b. Soit ¢ : E — E une isométrie de E telle que ¢(F) C F. Montrer que ¢(F) = F puis que
¢(FL)C F-.

2. Soient A et B deux points distincts d'un espace affine euclidien &. Déterminer le lieu des points M
tels que les droites (M A) et (M B) soient orthogonales.

Exercice 2 8 pts

On se donne un plan affine euclidien &, un cercle ¢ de centre O et de rayon R > 0.
1. Soit M un point du plan &.

a. Soit 2 une droite passant par M et coupant 6 en deux points A et B. Montrer que le produit
—

scalaire MA - MB est égal a MO? — R? et ne dépend donc pas de la droite 2. Ce nombre est
appelé puissance de M par rapport au cercle 6 et noté p¢(M).

b. On suppose que M n’est pas intérieur a 6. On note T et T’ les points de contacts des
tangentes a 6 issue de M. Montrer que

pe(M)=MT?*=MT".

c. Déterminer la position de M par rapport a 6 en fonction du signe de p4(M).

2. On suppose que €6’ est un autre cercle et que %6 et ¢’ ne sont pas concentriques. On note O’ le
centre de ¢’ et R’ > 0 son rayon.

a. Montrer que {M € & : px(M)= px (M)} est une droite affine. On 'appelle I’axe radical de
6 et ¢’ et onlanote A« . Justifier que cette droite est othogonale a la droite (OO’).

b. On suppose que ¢ et 6’ sont sécants en deux points A et B distincts. Montrer que A« ¢ =
(AB).
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c. On suppose que %6 et 6’ sont tangents en un point A. Montrer que Ay - est la tangente
commune aux cercles 6 et ¢’ passant par A.

3. On suppose que 6" est un troisieme cercle de centre O”. On suppose les centres 0,0’ et O”
non alignés. Montrer que les trois axes radicaux A« 7, A¢ 47, A «» concourent en un point I,
appelé centre radical des cercles 6,6’ et 6”

4. Ondit que les cercles € et 6’ sont orthogonaux si et seulement si 00?2 = R? + R’?. Montrer que
si 6,6’ et 6" sont deux a deux orthogonaux, alors les points O, O/, O” ne sont pas alignés et le
centre radical I' des cercles 6, 67, 6” est'orthocentre du triangle OO’O”.

Exercice 3 4 pts

On se donne un espace vectoriel euclidien E et une base orthomormée 3B ={e;, e;} de E.

1. Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale s par rapport a la droite vectorielle engendrée
par le vecteur W= e_f + 2?2’.

2. On considere la rotation vectorielle p de matrice dans la base 9 :

(1 _&)
3 3
vz 1 |
3 3

Déterminer la matrice, dans la base 93, de la symétrie orthogonale axiale s’ telle p = s’ o s.

Exercice 4 4 pts

Soit E = R3 muni du produit scalaire usuel. On considere les vecteurs = (1,2,1) et 7= (1,-1,2).
—_ - —
Onposees=u —v.

1. Déterminer I'équation du plan vectoriel P orthogonal 4 la droite vectorielle engendrée par es. En
déterminer une base e_f, e_{.

2. Déterminer la matrice dans la base 2 ={e;, e,, e5} de 'unique symétrie orthogonale plane o
telle que o(W)="7.

3. En déduire la matrice de o dans la base canonique.



