Licence 3 — Mathématiques 2012-2013

% Géométrie euclidienne et isométries

Examen (session de juin) : 2 heures.

Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés.

Rappel concernant les notations : Soit & est un espace affine euclidien de direction E. Si w, 7’ sont
deux vecteurs de E, on note - v leur produit scalaire. Si A, B sont des points de &, on désigne par
AB lanorme euclidienne du vecteur défini par le bipoint (A, B) i.e.

—
AB:=|AB|.

Exercice 1 4 pts

1. Soient E un espace vectoriel euclidien et F un sous-espace vectoriel de E.
a. Rappeler la définition de I'orthogonal F+ de F dans E.
b. Soit ¢ : E — E une isométrie de E telle que ¢(F) C F. Montrer que ¢(F1) C F*L.

2. Soient A et B deux points distincts d'un espace affine euclidien &. Déterminer le lieu des points M
tels que les droites (M A) et (M B) soient orthogonales.

Solution. 1.a.Lorthogonal F1 de F dans E est par définition '’ensemble des vecteurs i € E tels que
il - =0 pour tout vecteur V'€ F.

1.b. Comme ¢ est une isométrie, c’est en particulier une bijection de E et I'on peut considérer son
application réciproque ¢~ : E — E (qui est également une isométrie). Il nous suffit de remarquer que
¢~1(F)C F. En effet, étant donnés & € FL et 7 € F, on aura alors

o) 7= () p(¢ (M) =1 p~'(7)=0

puisque ¢ ~1(7) € F. Cela montrera que ¢ (if) € F* et donc que ¢(F+) c FL. Comme ¢(F) C F, ¢ induit
une application injective ¢ |r : F — F. Comme F est de dimension finie, ¢ | est surjective ce qui montre
que l'unique antécédent dans E d'un vecteur i/ € F par ¢ est dans F. Autrement dit ¢ ~}(F) C F.

2. Soient O le milieu du segment [AB] et R = OA. Considérons le cercle ¢ de centre O et de rayon R.
On a alors pour tout point M € &

—_ — _— — —_— — _— _—
MA-MB=(MO+0A)-(MO+0B)=(MO+ 0A)-(MO — 0A)= MO? — 0A* = MO? — R%.

Ainsi les droites (MA) et (M B) sont orthogonales si et seulement si MO? = R?. Ainsi le lieu des points M
tels que les droites (M A) et (M B) soient orthogonales est le cercle 6.
O

Exercice 2 8 pts

On se donne un plan affine euclidien &, un cercle ¢ de centre O et de rayon R.

1. Soit M un point du plan &.
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a. Soit & une droite passant par M et coupant %6 en deux points A et B. Montrer que le produit
—_ —
scalaire MA - M B est égal 8 MO? — R? et ne dépend donc pas de la droite 2. Ce nombre est
appelé puissance de M par rapport au cercle 6 et noté p«(M).

b. On suppose que M n’est pas intérieur a 6. On note T et T’ les points de contacts des
tangentes a 6 issue de M. Montrer que

ps(M)=MT?*=MT".

c. Déterminer la position de M par rapport a ¢ en fonction du signe de p4(M).
2. On suppose que 6’ est un autre cercle et que % et 6’ ne sont pas concentriques. On note O’ le
centre de 6.

a. Montrer que {M € & : px(M)= p¢ (M)} est une droite affine. On 'appelle I’axe radical de
% et 6’ et onlanote Ay, . Justifier que cette droite est othogonale a la droite (O0’).

b. On suppose que ¢ et 6’ sont sécants en deux points A et B distincts. Montrer que A, =
(AB).

c. On suppose que %6 et 6’ sont tangents en un point A. Montrer que Ay - est la tangente
commune aux cercles ¢ et 6’ passant par A.

3. On suppose que 6" est un troisieme cercle de centre O”. On suppose les centres 0,0’ et O”
non alignés. Montrer que les trois axes radicaux A« 7, Ag 7, Ag «» concourent en un point I,
appelé centre radical des cercles 6, 6’ et 6”

4. Ondit que les cercles 6 et 6’ sont orthogonaux si et seulement si 00”2 = R? + R’?. Montrer que
si 6,6’ et €” sont deux a deux orthogonaux, alors les points O, O/, O” ne sont pas alignés et le
centre radical I" des cercles ¢, 6/, ¢” est'orthocentre du triangle OO’O”.

Solution. 1.a.Considérons le projeté orthogonal H de O sur la droite (A B). Notons que, les points A et
B étant sur le cercle 4, le triangle AO B est isocele en O ce qui entraine que H est le milieu du segment
[AB].On a alors

_ — _— — _— — _— — _—
MA-MB=(MH+HA)-(MH+HB)=(MH+ HA)-(MH — HA)
=MH? — HA?.

En appliquant le théoreme de Pythagore dans le triangle M HO rectangle en H, on obtient M H? =
MO? — HO?. En considérant cette fois le triangle AHO rectangle en H, on obtient AH? = AO* — HO?.
Cela donne I'égalité :

MA-MB=MO?— HO? + HO? — AO?> = MO? — AO* = MO? — R2.

Cela prouve en particulier que le réel MA-MB est indépendant de la droite Z choisie.

1.b. I s’agit des cas particuliers du calcul précédent obtenus en prenant pour droite & les tangentes
a %6 issue de M.

1.c. Nous avons vu que p(M)= MO? — R?. Cela implique que M est

intérieur au cercle ¢ si px(M)<0;
sur le cercle € sipg(M)=0;
extérieur au cercle ¢ si px(M)>0.
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2.a. Soit M € &. D’apres la question 1.a., le point M appartient a A - si et seulement si p (M) =
pe (M)

En notant I le milieu du segment [O, O’], nous avons
— — ,
MO? -MO”?=(MO—-MO')-(MO+MO')
—_ —_—
=0'0-2MI=2(0'0-M]I)
Ainsi, en utilisant la question 1.a., 'ensemble A - des points M € & tels que px(M) = p4/ (M) est
également 'ensemble des points M € & tels que

T) _RZ_R/Z
0O0-M[=——. e))]
2

11 s’agit d'une droite affine. En effet considérons le point J de la droite (O’O) défini par la relation
— R2—R2\ —
I=—=]00.
7~(2007)

Delta
Ce point appartient a A¢ ¢ puisqu’il vérifie la relation (), et 'ensemble A« - peut alors étre décrit
comme ’ensemble des points M € & tels que

0'0-MJ =0.

11 s’agit donc de la droite affine orthogonale a (OO’) passant par J.
2.b. Supposons que les cercles ¢ et 6’ se coupent en deux points distincts A et B. En notant
% =(AB), il vient en appliquant le résultat de la question 1.a.

pe(M)=MA-MB = pe/(M)

pour tout point M € 2. Ainsi la droite & est contenue dans la droite A« «, elles sont donc égales.
2.c. Supposons maintenant que les cercles 6 et ¢’ soient tangents en un point A. En notant & la
tangente commune aux cercles 6 et 6”, il vient en appliquant le résultat de la question 1.c.

pes(M)=MA® = pis:(M)

pour tout point M € 9. Ainsi la droite & est contenue dans la droite A «, elles sont donc égales.

3. Considérons les axes radicaux 2 := Ay ¢ et 2’ := Ay ». D’apres le résultat de la question 2.a.,
la droite 2 est orthogonale a (OO’) tandis que %2’ est othogonale a (O’O”). Comme les trois points O, O’
et O” ne sont pas alignés, les droites (OO’) et (O’0O”) ne sont pas paralleles. Il en est donc de méme des
droites 2 et &’. Elles se coupent donc en un unique point I'. Ce point vérifie

pe(M)=ps:(M)= pg(M)

et appartient donc aussi a A, ~. Cela montre que les trois axes radicaux A« 7, Agr 7, Ag,4» concourent
en un pointI.
4. Supposons que les trois cercles soient deux a deux orthogonaux i.e.

OO/Z — R2 +R/2, O/O//z — R/2 +R”2, OO//Z — R2 +R”2.

Remarquons que les points O, 0’, 0” ne sont pas alignés. En effet si ces derniers sont alignés, on peut
alors supposer sans perdre en généralités que OO’ + 0’0" = O0”. On aurait donc dans ce cas

\/R2+R/2_|_\/R/2+R//2:\/R2+R//2
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ce qui en passant au carré impliquerait

R?++/(R2+ R?)(R2+R")=0

ce qui est absurde puisque le terme de gauche est strictement positif. Considérons maintenant I'ortho-
centre H du triangle OO’O” (qui n’est pas aplati). Comme % et 6’ sont orthogonaux, nous avons

00’ =R?*+R"?

ce qui se traduit d’apres la question 1.a. par p4/(0) = R?. De méme l'orthogonalité de € et 6¢” assure
que p¢~(0)= R?. Ainsi

p«(0)=per(0)=R?
et le point O appartient a I'axe radical Ay ». Comme (OH) est orthogonale a (O’0O”), par définition de
I'orthocentre, il résulte de la question 2.a. que (OH) = A« ~. De méme, on montre que (O'H) = A
et (O”H)= Ay, . Cela montre que H est le point d’intersection des axes radicaux et donc par définition
le centre radical I'. O

Exercice 3 4 pts

On se donne un espace vectoriel euclidien E et une base orthomormée 8 ={e;, e;} de E.

1. Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale s par rapport a la droite vectorielle engendrée
par le vecteur = e_f + Ze_{.

2. On considere la rotation vectorielle p de matrice dans la base % :

(1 _&)
3 3
2z 1 |-
3 3

Déterminer la matrice, dans la base 93, de la symétrie orthogonale axiale s’ telle p = s’oss.

. - — — -
Solution. 1. Remarquons que le vecteur # = —2 e, + e, est orthogonal au vecteur . En effet comme
— — .
B ={ey, e, } est une base orthonormée, on a

il 7=’ +2e;)-(-2% + &) = —2l[e/|* +2||e; " =0.

La matrice de la symétrie othogonale s dans la base 8’ =(u’, 7’) est

Mat ()= ((1) _01)

tandis que la matrice de passage de la base 98 ala base %’ (i.e. matrice de I'identité de R? muni de la
base %’ dans R? muni de la base 28) est

v U 1 _2
B _
Pass%—(‘2 1).

La matrice de s dans la base %8 est donc donnée par

Mat 5(s)=Pass” -Mat z/(s)-(Pass’ )"
11 =2\ (1 o)[1 2Y_1(-3 4
T 512 1 0 -1 -2 1) 5\4 3]
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2. Comme s est une symétrie, on a s~ =s. L'égalité p = s’ o s signifie donc que s’ est donnée par
s’ = p os se traduit matriciellement par la relation

1L 22\ (3 4
Mat%(s’):Mat%(p)-Mat%(s)zg ﬁ 13 (4 3)
3 3
_1(-3+8/2 4-6v2
T 15\ 4-6v2  3+8v2)"
0
Exercice 4 4 pts

Soit E = R3 muni du produit scalaire usuel. On considere les vecteurs = (1,2,1) et 7= (1,-1,2).
—_ = —
Onpose es=u — v.

1. Déterminer I'équation du plan vectoriel P orthogonal 4 la droite vectorielle engendrée par es. En
déterminer une base e_f, .

2. Déterminer la matrice dans la base 2 ={e;, e,, e5} de 'unique symétrie orthogonale plane o
telle que o(W)="7.

3. En déduire la matrice de o dans la base canonique.

Solution. 1. Comme 6—3) =(0,3,—1), le plan vectoriel P est 'ensemble des vecteurs (x, y, z) € R3 tels que
3y —z=0.

Les vecteurs e; = (1,0,0) et e = (0,1,3) appartiennent a ce plan et sont linéairement indépendants : ils
en forment donc une base.

2. La condition 0(7) =7 implique que 0(7) = etdonc que 0'(6_3)) = —'e;. La matrice dans la
base % de o est donc

1 0 O
Matgz(o)=10 1 0
0 0 -1

3. Soit 6 la base canonique de R3. La matrice de passage de la base 6 ala base 2 (i.e. matrice de
I'identité de R? muni de la base 9 dans R? muni de la base <€) est

0
3
-1

w = o

1

B _
Pass, = | 0
0

La matrice de o dans la base ¢ est donc donnée par

Maty (o) =Pass. - Mat () (Pass.)) ™

L(r 0o oY 1o o)(1o0 o) (5 0 0
=—Jo1 3|lo1 ollo 1 3|=2|0 -1 3
0o 3 —1Jlo 0o =1/\o 3 -1) 2lo 3 a4



