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Géométrie et isométries

Corrigé de l'interrogation 1

Exercice 1
Dans la base canonique de IR?, écrire la matrice de la symétrie orthogonale par rapport

au plan orthogonal a (2,1, 2).

Posons u = (2,1,2) € R®. Pour tout x € R?,on a :

o Wl x)u+(x_(u | X)u)'

[[ull? [[ull?
N ——
€Ru e(Ru)t

Notons s la symétrie orthogonale par rapport au plan orthogonal a u, c'est-a-dire par
rapport a (Ru)*. Par définition, on a

s(x) = (u] x)u+ (x— (u ] x)u)

[Jual|? [Jual|?
L)
[|uel 2
On a [[ul[> = 22 + 12 + 22 = 9. Calculons 1'image par s des vecteurs de la base canonique.
1-2+0-1+0-2
9

s(1,0,0) =(1,0,0) -2 (2,1,2)

4
=(1,0,0) - 5(2, 1,2)

(1 4 8
“\9” 9" 9
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5(0,1,0) = (0,1,0) - 2 5

2,1,2)
2

=&Lm—§@Lm

(47 4

199" 9
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s(0,0,1) =(0,0,1) -2 5 (2,1,2)
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La matrice de s dans la base canonique est donc :

1 4 8
9 9 9
&7 4
9 9 9
8 41
9 9 9
Exercice 2
Orthonormaliser la base suivante de R3.
3) [ -6) [ -7
41,1 17,1 -9
0 36 14
Notons
3 -6 -7
Ug = 4 ;01 = 17 , Uy = -9
0 36 14

la base donnée par 1'énoncé, et w,, wy, w, la base orthonormée obtenue en appliquant
l'algorithme de Schmidt a vy, v, v,.

Par le procédé de Schmidt, on a

% 3 3/5
Wy = 4 = 4/5 .
"ol T VR 2102 | v—

On calcule ensuite le vecteur orthogonal a w, suivant :

-6 3 4 3/5
—(wy | v))wy =| 17| - (5(_6) + gl7+ 0-36|| 4/5

36 0

-6 3/5 -12 -4
=|17]-1014/5|=] 9 |=3| 3 |.

36 0 36 12

Le vecteur w; s'obtient en normalisant le vecteur ci-dessus :
4 -4) (-413
3 1
wy = 3|l=—| 31|=]| 313

3VEZ+32+122| H| V169 | 1» 1213
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On calcule le vecteur suivant, qui est orthogonal au plan engendré par wy et w :

vy — (wy | vx)wy — (wy | vy)wy

-7 3 4 3/5
=|-9|- (5(_7) + 5(—9) +0- 14) 4/5
14 0
( 4( 7) + 3( 9) + 14) _33/1133
13 13 13 12/13
-7 3/5 —-4/13 -3 3/5
57 57
=|-9|+—|4/5|-13| 3/13 |=| 12|+ —| 4/5
1] 2o 1213) | 2] 2o
-75+171 1| % 5 | 48 5 24.3
= —|-300+228|= —| -72| = —=| -36| = —| —2%-3?|.
25 50 25| 5 25| 55 25 52
Le vecteur w, s'obtient en normalisant le vecteur ci-dessus :
1 48
Wy = -
V@ 3P+ (2P + | 25
48 48

= ! 36| = ! 36
V28.32424.34 454 | o5 | V2%-32-(16+9) +5%| o5

48 48/65
-36| =1 -36/65].

48
= ! 36| = !
5v24.32 + 52 25 5v169 | 725 5/13

On obtient donc la base orthonormée suivante :

3/5 ~4/13 48/65
wo = | 45|, w, =| 313 |, w, = | -36/65].
0 12/13 5/13

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel euclidien. Rappelons que si x;, ..., x,, est une famille de vec-
teurs de E, le déterminant de Gram de cette famille est défini par

Oq [ xg) e (o | )
Gram(xy, ..., X,,,) = : : .
(xm | xl) (xm | xm)
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Soit f1, ..., fx une base d'un sous-espace F de E, et soit x € E. Montrer que la distance
Gram(fy,...,fx,X) 12

Gram(f7,...,
thonormalisation de Schmidt a la famille f;, ..., f,,, x).

de x a F est égale a ( . (Indication : on pourra appliquer le procédé d'or-

i-1 (gl f3)
e

Posons e = fy, puis ¢; = fi = X, (gle) /7

successivement pour i = 2,...,k, et enfin

x)) ¢j (c'est le procédé de Schmidt). Les vecteurs ey, ..., e, y ainsi obtenus

_ . vk |
y=x- N

sont deux a deux orthogonaux. De plus, ey, ..., ¢ est une base de F, et la matrice de
f1, -, fx dans la base e, ..., ¢ est la matrice triangulaire supérieure

(ﬁj
(9/

(e1lf2) (e1l fr)

(er]er) (e1]er)

o 7L G
P={= (@le)
0 - 0 1

En écrivant les produits scalaires (f; | f;) a l'aide des coordonnées dans la base ey, ..., e
de F, on trouve

(e1 | e1) 0 0
Gram(fy, ..., fr) = det| P 0 (ez‘! ) 0 p
0 0 (e | e

k k
= det(P)? ] [lledl? = T [lleal®
i=1 i=1

De méme, on passe de la famille ey, ..., e,y a la famille f4, ..., fi, x par la matrice trian-
gulaire supérieure

(e1]x)

(31161)

p :
[T

(exler)

0 - 0‘ 1
etona L

Gram(fy, ..., fr, ) = Iyl T [lleil®,
i=1
donc

Gram(fy, ..., f, X) " _
Gram(fq, ..., fx) = Il

D'autre part, par définition de y, le vecteur x —y est la projection orthogonale de x sur le
sous-espace F, donc la distance de x a F est ||y||, et 'égalité ci-dessus permet de conclure.
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