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Géométrie et isométries

Corrigé de l'interrogation 2

Exercice 1

Rappeler la définition d'une application affine.

Une application affine est une application 𝑓 ∶ ℰ → ℱ, avec ℰ et ℱ des espaces affines,
telle qu'il existe une application linéaire 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐹 (avec 𝐸 et 𝐹 les directions de ℰ et ℱ
respectivement) vérifiant

∀(𝐴, 𝐵) ∈ ℰ􀁯 􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨𝑓(𝐴) 𝑓(𝐵) = 𝑓(􀃝𝐴𝐵).

Exercice 2

Soient 𝐴 et 𝐵 deux points d'un plan euclidien ℰ, et soit 𝜃 ∈ ℝ. On note 𝜌􀁭 la rotation
de centre 𝐴 et d'angle 𝜃, et 𝜌􀁮 la rotation de centre 𝐵 et d'angle −𝜃. Décrire l'isomé-
trie 𝜌􀁮 ∘ 𝜌􀁭 en fonction du vecteur 􀃝𝐴𝐵 et de 𝜃. (Rappel : toutes les réponses doivent être
accompagnées d'une démonstration).

Par définition de 𝜌􀁭, la partie linéaire 􀃜𝜌􀁭 de 𝜌􀁭 est la rotation (vectorielle) d'angle 𝜃. De
même, la partie linéaire 􀃜𝜌􀁮 de 𝜌􀁮 est la rotation d'angle −𝜃. Leur composée 􀃜𝜌􀁮 ∘􀃜𝜌􀁭, qui est
la partie linéaire de 𝜌􀁮 ∘𝜌􀁭 (puisque l'application « partie linéaire » est un morphisme de
groupes), est donc la rotation d'angle 𝜃 − 𝜃 = 0, c'est-à-dire l'identité. Comme la partie
linéaire de l'isométrie 𝜌􀁮 ∘ 𝜌􀁭 est l'identité, cette isométrie est une translation.
On a :

􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨𝐴 (𝜌􀁮 ∘ 𝜌􀁭)(𝐴) = 􀃞𝐴𝜌􀁮(𝐴)
= 􀃝𝐴𝐵 + 􀃞𝐵𝜌􀁮(𝐴)
= 􀃝𝐴𝐵 + 􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨􀆨𝜌􀁮(𝐵) 𝜌􀁮(𝐴)
= 􀃝𝐴𝐵 + 􀃜𝜌􀁮(􀃝𝐵𝐴)
= 􀃝𝐴𝐵 − 􀃜𝜌􀁮(􀃝𝐴𝐵).

L'isométrie 𝜌􀁮 ∘ 𝜌􀁭 est donc la translation de vecteur 􀃝𝐴𝐵 − 𝑟(􀃝𝐴𝐵), avec 𝑟 la rotation (vec-
torielle) d'angle −𝜃.
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Exercice 3

Soient 𝐴 et 𝐵 deux points distincts d'un espace affine euclidien ℰ. Quel est l'ensemble
des points 𝑀 tels que les droites (𝑀𝐴) et (𝑀𝐵) soient orthogonales ?

Notons que la droite (𝑀𝐴) n'est pas définie si 𝑀 = 𝐴, et, de même, la droite (𝑀𝐵) n'est
pas définie si 𝑀 = 𝐵.
Si 𝑀 ∈ ℰ∖ {𝐴, 𝐵}, alors :

(𝑀𝐴) ⟂ (𝑀𝐵) ⟺ ( 􀃝𝑀𝐴 ∣ 􀃝𝑀𝐵) = 0
en notant (⋅ ∣ ⋅) le produit scalaire

⟺ (􀃝𝑀𝐼 +􀃝𝐼𝐴 ∣ 􀃝𝑀𝐼 + 􀃜𝐼𝐵) = 0
en notant 𝐼 le milieu du segment [𝐴𝐵]

⟺ (􀃝𝑀𝐼 +􀃝𝐼𝐴 ∣ 􀃝𝑀𝐼 −􀃝𝐼𝐴) = 0
car 􀃝𝐼𝐴 + 􀃜𝐼𝐵 = 0

⟺ ‖􀃝𝑀𝐼‖􀁯 − ‖􀃝𝐼𝐴‖􀁯 = 0
⟺ ‖􀃝𝐼𝑀‖ = ‖􀃝𝐼𝐴‖.

L'ensemble des points 𝑀 tels que les droites (𝑀𝐴) et (𝑀𝐵) soient orthogonales est donc
la sphère de centre 𝐼 et de rayon 𝐼𝐴, privée des deux points 𝐴 et 𝐵, avec 𝐼 le milieu du
segment [𝐴𝐵].
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