L3 2012-2013

Géométrie et isométries

Feuille 2 : Produit scalaire

Exercice 1

Montrer que la multiplication de R est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel IR.

Exercice 2

Montrer que sur C, vu comme un R-espace vectoriel, I'application (x,y) — ZZe(xy) est
un produit scalaire.

Exercice 3

Soit E 'espace des fonction réelles continues sur [0, 1]. Montrer que

E2 — R
(f.9) — [ fihglhat

est un produit scalaire sur E.

Exercice 4

1. Soit f: R — R la fonction définie par f(t) = ;. Montrer que xy = f(x +y) — f(x — V)
(Vx,y € R).

2. Sachant que l'on a f(245514) = 15069281049 et f(220512) = 12156385536, calculer
233013 x 12501 (sans calculatrice).

Exercice 5

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. Les vecteurs
suivants sont-ils orthogonaux ?

(i) (1,0) et (0,1) dans R?;
(i) (2,3) et (3,2) dans R?;
(iii) (2,3) et (3,-2) dans R?;
(iv) (1,2,-4) et (2,1,0) dans R3;
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(v) x = 1 et sin dans l'espace des fonctions réelles continues sur [0, 27t], muni du pro-
2
duit scalaire (f, g) — fo " f(hHgt)dt;
(vi) sin et cos dans le méme espace qu'a la question précédente;

(vii) a etia dans C muni du produit scalaire (x,y) — Ze(xy), pour a € C.

Exercice 6

Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d"un produit scalaire. Soit v € E~{0}.
Montrer que I'ensemble des éléments de E orthogonaux a v est un sous-espace vectoriel
de E. Quelle est sa dimension ?

Exercice 7

Deux vecteurs orthogonaux peuvent-ils étre colinaires? Si ey, ..., e,, sont des vecteurs
non nuls qui sont deux a deux orthogonaux, que peut-on dire de cette famille de vec-
teurs?

Exercice 8

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'un produit scalaire (- | -). Soit
(€1)1<i<n une base de E, et soit A la matrice des a;; = (¢; | ¢;), avec 1 < i,j < n. Montrer
que A est symétrique et que ses valeurs propres sont strictement positives.

Exercice 9

Soientey, ..., e, des vecteurs de IR”. Notons A la matrice de la familleey, ..., ¢, dans la base
canonique de R". Notons (- | -) le produit scalaire usuel de IR", et soit G = ((ei | ej))

Montrer que det(G) = det(A)>.

1<ij<n
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