Licence 3 — Mathématiques 2014-2015

% Géométrie euclidienne et isométries

Examen (seconde session) : 2 heures.

Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés.

Rappel concernant les notations : Soit & est un espace affine euclidien de direction E. Si 7, v’ sont
deux vecteurs de E, on note % - v leur produit scalaire. Si A, B sont des points de &, on désigne par
AB la norme euclidienne du vecteur défini par le bipoint (4, B) i.e.

AB :=|[AB||.

-
Si f: & — Z estune application affine, on note f son application linéaire associée.

Exercice 1

1 Soient &, des espaces affines.
a Rappeler la définition d'un sous-espace affine de &.
b Rappeler la définition d'une application affine de & dans % .

2 Soient & un espace affine euclidien et # un sous-espace affine de &. On note E et F leurs
directions respectives. Soit A € &. On note .Z” le sous-espace affine passant par A et de direction F*.

a Montrer que # N.Z’ est un singleton {B}. On pose B = 1 4(A).
b Montrer qu'il y a un unique point B’ € & qui minimise la distance AB’, et que c’est le point B.

¢ Montrer que I'application 74 : § — & ; A— m4(A) est une application affine.

Exercice 2

1 Soit ABC un triangle d’un plan affine. Décrire le lieu du milieu du segment [M N] lorsque M
parcourt le segment [AB] et N parcourt le segment [AC]

2 Soient A et B deux points distincts d'un espace affine euclidien &. Déterminer le lieu des points M
tels que les droites (M A) et (M B) soient orthogonales.

Exercice 3

1  Enoncer le théoreme de classification des isométries affines planes en donnant la nature d’'une
isométrie en fonction de la dimension de I'ensemble de ses points fixes suivant qu’elle est un
déplacement ou un antidéplacement.

2 Méme chose pour les isométries d'un espace affine euclidien de dimension trois.

(Il ne vous est pas demandé de démontrer ces énoncés).

1 T.S.VPP.



Exercice 4

Soit E un espace vectoriel euclidien (donc de dimension finie).
1 Rappeler la définition d’'une isométrie vectorielle de E.
2 Soit f une isométrie vectorielle de E. Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker(f —Idy) et
Im(f —Idg) sont supplémentaires orthogonaux dans E.
3 Soient F un sous-espace de E et f une isométrie vectorielle de E. Notons F* I'orthogonal de F.
Montrer que si f(F)C F alors f(F1)C F*.

Exercice 5

Soient s et #’ deux hyperplans paralleles d’'un espace affine euclidien & de dimension n (on
rappelle qu'un hyperplan est un sous-espace affine de dimension n —1). On note H leur direction
commune.

1  Montrer qu'il existe un et un seul vecteur € H' tel que #’ = ¢ + u (o1 par définition
S+ U ={A+ U :Ac ).

2 Soient ry et 1y les réflexions par rapport a 5# et 2¢’. Déterminer la composée 7y, o 1.

3  Soient &, ¥ deux vecteurs de H et t3, ¢3 les translations correspondantes. On pose s = f— o I,y et
s’ =t o1y Déterminer la composée s’ o s.



