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Géométrie et isométries

Interrogation 1

Durée : 1h
Documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs sont interdits. La qualité de la
rédaction sera prise en compte dans la note.

Exercice 1

Soit 𝐸 un ℝ-espace vectoriel. Définir ce que sont :
• un produit scalaire sur 𝐸 ;
• une isométrie vectorielle de 𝐸 ;
• une réflexion de 𝐸.

Exercice 2

Dans la base canonique de ℝ3, écrire la matrice de la réflexion par rapport à l’hyperplan
orthogonal au vecteur (2, −6, 3).

Exercice 3

Compléter la démonstration suivante en cochant les cases qui correspondent au texte
manquant (une seule case par emplacement ; des points seront retranchés en cas de
réponse fausse de manière à ce que l’espérance soit nulle en cas de choix équiprobable
entre les différentes réponses possibles).

Théorème 1. Soient 𝐸 un espace vectoriel euclidien, et 𝑠 un endomorphisme de 𝐸. Alors on a
équivalence de :
(i) 𝑠 est une isométrie vectorielle (i.e. 𝑠 est orthogonale) et une involution (i.e. 𝑠 ∘ 𝑠 = id𝐸) ;
(ii) il existe deux sous-espaces 𝐹1 et 𝐹−1 de 𝐸, supplémentaires et orthogonaux, stables par 𝑠, tels

que la restriction de 𝑠 à 𝐹1 soit l’identité de 𝐹1 et que la restriction de 𝑠 à 𝐹−1 soit l’homothétie
de rapport −1 de 𝐹−1.

Notons (𝑢, 𝑣) ↦ 𝑢 ⋅ 𝑣 le produit scalaire de 𝐸.
Si 𝑠 est une involution orthogonale, alors 𝑋2 −1 = (𝑋 −1)(𝑋 +1) est un polynôme 1 de 𝑠
(car 𝑠 est 2 ). Comme il est scindé à racines simples, 𝑠 est diagonalisable, et ses valeurs
propres sont contenues dans l’ensemble des racines de 𝑋2 − 1, i.e. dans {−1, 1}. Posons :

• 𝐹1 = ker (𝑠 − id𝐸) le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 (éventuellement
réduit à {0} si 3 ;
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• 𝐹−1 = ker (𝑠 + id𝐸) le sous-espace propre associé à la valeur propre −1 (éventuelle-
ment réduit à {0}).

Comme 𝑠 est diagonalisable et qu’il n’y a pas d’autre valeur propre, on a 𝐸 = 𝐹1⊕𝐹−1. De
plus, par construction, 𝐹1 et 𝐹−1 sont stables par 𝑠 et la restriction de 𝑠 à 𝐹1 (respectivement
à 𝐹−1) est l’identité de 𝐹1 (respectivement l’homothétie de rapport −1 de 𝐹−1).
Il suffit donc de montrer que 𝐹1 et 𝐹−1 sont 4 . Si 𝑥 ∈ 𝐹1 et 𝑦 ∈ 𝐹−1, alors on a :

• 𝑠(𝑥) ⋅ 𝑠(𝑦) = 𝑥 ⋅ (−𝑦) car 𝑥 ∈ 𝐹1 et 𝑦 ∈ 𝐹−1 (en utilisant la restriction de 𝑠 à ces
sous-espaces) ;

• 𝑠(𝑥) ⋅ 𝑠(𝑦) = 𝑥 ⋅ 𝑦 car 𝑠 est 5 .
On a donc 𝑥 ⋅ 𝑦 = −(𝑥 ⋅ 𝑦), donc 𝑥 ⋅ 𝑦 = 0.
Réciproquement, supposons qu’il existe des sous-espaces 𝐹1 et 𝐹−1, 6 , stables par 𝑠,
tels que la restriction de 𝑠 à 𝐹1 soit l’identité de 𝐹1 et que la restriction de 𝑠 à 𝐹−1 soit
l’homothétie de rapport −1 de 𝐹−1.
Montrons d’abord que 𝑠 est 7 . Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Comme 𝐸 = 𝐹1 ⊕ 𝐹−1, il existe un unique
couple (𝑥1, 𝑥−1) ∈ 𝐹1 × 𝐹−1 tel que 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥−1. De plus, 𝑠(𝑥1) = 𝑥1 et 𝑠(𝑥−1) = −𝑥−1 (car
𝑥1 ∈ 𝐹1 et 𝑥−1 ∈ 𝐹−1). On a alors :

(𝑠 ∘ 𝑠)(𝑥) = 𝑠(𝑠(𝑥1 + 𝑥−1)) = 𝑠(𝑠(𝑥1) + 𝑠(𝑥−1)) = 𝑠(𝑥1 − 𝑥−1) = 𝑠(𝑥1) − 𝑠(𝑥−1) = 𝑥1 + 𝑥−1 = 𝑥.

Montrons que 𝑠 est 8 . Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸. On a alors 𝑥 = 𝑥1+𝑥−1 et 𝑦 = 𝑦1+𝑦−1 avec 𝑥1, 𝑦1 ∈ 𝐹1
et 𝑥−1, 𝑦−1 ∈ 𝐹−1, d’où :

𝑠(𝑥) ⋅ 𝑠(𝑦) = (𝑠(𝑥1) + 𝑠(𝑥−1)) ⋅ (𝑠(𝑦1) + 𝑠(𝑦−1))
= (𝑥1 − 𝑥−1) ⋅ (𝑦1 − 𝑦−1) d’après la restriction de 𝑠 à 𝐹1 et à 𝐹−1
= 𝑥1 ⋅ 𝑦1 + 𝑥−1 ⋅ 𝑦−1 car 𝐹1 ⟂ 𝐹−1 donc 𝑥1 ⋅ 𝑦−1 = 𝑥−1 ⋅ 𝑦1 = 0
= (𝑥1 + 𝑥−1) ⋅ (𝑦1 + 𝑦−1) pour la même raison
= 𝑥 ⋅ 𝑦.

On a donc bien l’équivalence énoncée dans le théorème.

1 ⬜ caractéristique
⬜ minimal
⬜ annulateur

2 ⬜ une involution
⬜ une application linéaire
⬜ orthogonale

3 ⬜ il n’y a pas de vecteur propre
⬜ il n’y a pas de valeur propre
⬜ 1 n’est pas valeur propre

4 ⬜ orthogonaux
⬜ complémentaires
⬜ supplémentaires

5 ⬜ linéaire
⬜ une isométrie vectorielle
⬜ une involution

6 ⬜ supplémentaires et orthogonaux
⬜ complémentaires
⬜ propres

2/3



7 ⬜ idempotente
⬜ orthogonale
⬜ involutive

8 ⬜ une réflexion
⬜ nilpotente
⬜ orthogonale
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