L3 2014-2015

Géométrie et isométries

Corrigé de l'interrogation 2

Dans cet exercice, on considere un plan affine euclidien &, de direction E (qui est donc un
espace vectoriel de dimension 2 muni d"un produit scalaire que 1'on notera (1, v) — u - v).
Si P et Q sont deux points distincts de & on note (PQ) l'unique droite passant par P et Q.

Soit Z une droite de &, de direction D. Si P et Q sont deux points de & et si e est un
vecteur unitaire de D, la mesure algébrique du bipoint (P, Q) est le réel e-P_Q). On remarquera
que le réel en question dépend (en particulier) du choix du vecteur e et de I'ordre des
points P et Q. La mesure algébrique du bipoint (P, Q) est notée PQ.

1. Montrer que la valeur absolue de PQ est la distance entre les points P et Q.

Comrme) D est de dimension 1 ete # 0, le vecteur e formi une basede D. Comme P,Q € &,
on a PQ € D. Il existe donc un unique réel A tel que PQ = Ae. On a alors :

PQ=e-PQ = Allel? = A.

La distance entre les points P et Q est alors

7l = VPG 7 = VFe-e = Vi = = 7).

2.Si P, Q, R sont trois points de &/, montrer que le produit PQ QR et le quotient %
(quand il existe, i.e. quand P # R) ne dépendent pas du vecteur e choisi.

Comme D est de dimension 1, les seuls vecteurs unitaires de D sont e et —e. (En effet tous
les élements de D sont colinéaires a ¢, et les seuls réels de valeur absolue égale a 1 sont 1
et -1).

Par linéarité du produit scalaire, si I'on remplace e par —e dans la définition des mesures
algébriques, celles-ci changent de signe, or (-PQ)(-QR) = PQ OR et % = %, donc ces
deux réels ne dépendent pas du vecteur unitaire choisi.
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3. Sous les mémes hypotheéses, montrer que PQ + QR = PR (relation de Chasles).

Ona
P_Q) + Q—Ié = PR (relation de Chasles avec des vecteurs)

donc par linéarité a droite du produit scalaire
e-PQ+e-QR=e-PR

ie. o
PQ + QR = PR.

On considére maintenant trois points A, B, C du plan &, que 1'on suppose distincts et
non alignés. Soient P un point de la droite (BC), Q un point de (CA) et R un point de
(AB). On suppose qu’ils sont distincts de A, B, C. On veut montrer que les droites (AP),
(BQ) et (CR) sont concourantes (i.e. ont un point commun) ou paralleles si et seulement
si

||
b

B QOCR
QERA_

PCOARB

(Cette propriété est connue sous le nom de théoréme de Ceva).

A

B P C

4. Montrer que le point P est le barycentre des points pondérés (B, PC) et (C, BP).

On note ici e un vecteur unitaire de la direction de la droite (BC), de sorte que

On a alors



(Cela a été démontré dans la réponse a la question 1, et est une conséquence facile du
fait que e a été pris unitaire).

On a donc

PCPB +BPPC = -PCBPe+BPPCe
=0,

donc P est le barycentre de (B, PC) et (C, BP).

5. En déduire que le barycentre de (A, a), (B, f) et (C, y) (avec a, B, y trois réels de somme
non nulle) est sur la droite (AP) si et seulement si fPB + yPC = 0.

Notons que comme A, B, C sont trois points non alignés, le barycentre de (A, @), (B, B) et
(C,y) détermine les poids a, 8, y a multiplication par un réel non nul pres.

La droite (AP) est I’ensemble des barycentres de A et P. Par associativité du barycentre,
on en déduit que c’est I'ensemble des barycentres des systémes de points pondérés
(AN, (B, pﬁ), (C, yﬁ), avec A, u € R, c’est-a-dire I'ensemble des barycentres de (A, a),
(B, B), (C,y) tels qu’il existe un u € R tel que f = uPC et y = —uPB, c’est-a-dire tels que
BPB + yPC = 0.

6. En déduire que si les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes alors il existe des
réels a, B, y non nuls vérifiant les équations :

BPB +yPC =0
y@+a@:0
aRA + RB = 0.

Si ces droites sont concourantes, notons O un point commun aux trois droites. Comme
les points A, B, C ne sont pas alignés, I'ensemble de leurs barycentres est le plan # tout
entier. Il existe donc des réels ¢, §, y tels que O est le barycentre de (A, @), (B, ), (C, ).

D’apres la question précédente, comme O est sur la droite (AP), on a BPB + yPC = 0.
On montre de méme que y@+ aQA = 0 (car O € (BQ)) et am+ﬁ@ =0 (car O € (CR)).

Il reste a montrer que &, B, ¥ sont non nuls. Si @ = 0, le point O serait sur la droite (BC).
Or il est aussi sur le droite (BQ). On a donc O = B ou (BC) = (BQ). De méme, comme
O € (CR),ona O = C ou (BC) = (CR). Comme les points B et C sont distincts, on a
donc Q € (BC) ouR € (BC). Si Q € (BC), comme Q € (CA) et comme A, B, C ne sont pas
alignés, on aurait Q = C, ce qui est exclu pas hypothese. De méme, si R € (BC) on aurait
R = B, qui est aussi exclu. On arrive donc a une contradiction.

On a donc a # 0, et on montre de méme que f3 et y sont non nuls.
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7. En déduire que I'on a alors

—_— = = —1
PCQARB
D’apres la question précédente, on a :
ﬁﬁ = —yﬁ
yQC = —aQA
aRA = —BRB,

donc o o
afy PBQC RA = —afy PCQARB.

Comme ¢, f3, y sont non nuls, on a
PBQCRA = -PCQARB,

etcomme P # C, Q # A et R # B (par hypothése), le membre de droite est non nul, donc

e ——— —1
PC QA RB

8. Réciproquement, si l'on a L
PBQCRA 1
PCQARB

montrer qu’il existe des réels a, 8, ¥ non nuls qui vérifient le systeme d’équations de la
question 6..

Posons & = RB QC. La derniére équation du systéme équivaut alors 2 § = ~QC RA, et la
deuxiéme équation équivant a y = ~QA RB. Prenons donc ces valeurs pour et y.

La premiere équation (i.e. la seule dont on n’a pas encore montré qu’elle est vérifiée)
s’écrit alors :

QCRAPB+QARBPC =0,
et ’hypothese

3l Sl

S

ZllZl
1

montre qu’elle est aussi vérifiée.

Par construction, les réels a, 5, y ci-dessus sont non nuls. (Ce sont des produits de réels
non nuls).
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9. En déduire que sil’on a de plus a + § + v # 0 alors les droites (AP), (BQ) et (CR) sont
concourantes.

Sia+ B+ y #0,notons O le barycentre de (A, ), (B, f), (C, ). Comme ﬁﬁ + yﬁ =0,
d’apres la question 5., le point O est sur (AP). On montre de méme qu’il est aussi sur
(BQ) et (CR). Les droites (AP), (BQ) et (CR) sont donc concourantes.

10. Si les droites (AP), (BQ) et (CR) sont paralléles, montrer que 'on a :

PB_AB _AQ
PC AR AC
Q
R
B P C

Comme les droites (AP) et (CR) sont paralléles, d’apreés le théoreme de Thales on a
PB _ AB
PC AR
De méme, comme (AP) et (BQ) sont paralléles, on a % = %.
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11. En déduire que l'on a alors

PBQCRA _

————=-1
PC QA RB

(Indication : utiliser les égalités de la question précédente et la relation de Chasles).

Comme AB = RB-RA et AC = @ - @ (relation de Chasles), la question précédente
donne :

PB RB PC QC
— =1-—= et —=1-=—.

PC RA PB 0A

On en déduit donc :

12. On suppose qu’il existe des réels a, ff, ¥ non nuls qui vérifient le systeme d’équations
de la question 6. et la relation a +  + y = 0. Montrer que

BR BC . €0 CB
_—_— = € _ = .
BA BP CA CP
Par hypothese, on a :
a+p+y=0
BPB +yPC =0
y@+a@:0
oRA + BRE = 0.

De plus, les réels a, 3, ¥, PB, PC, QC, QA, RA, RB sont non nuls.
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Onadonc:

— -1 1

BR ( RA] ( ﬁ) a
— =|1-— =1+ = = ——
BA RB o )4
BC PC B a
— =1l-—==1+==—-—
BP PB Y V4
co A\ -1
:Q:(l_Q:] Sy =2
CA QC a B
CB PB
fr— —::1+Z:—£—¥,
CP PC BB
donc _ -
BR BC ¢ CQ CB
_— = € _ = .
BA BP CA CP

13. En déduire que la droite (CR) est alors 'image de la droite (AP) par I'homothétie de
centre B et de rapport %, et que la droite (BQ) est alors I'image de la droite (AP) par

I’homothétie de centre C et de rapport %.

Notons hg I'homothétie de centre B et de rapport % et hc I'homothétie de centre C et de

rapport @
pPp ok
Ona:

ﬁ—> —
hy(P) =B+ ——BP=B+BC=C
BP _
BC — BR — —
hB(A):B+:BA:B+: A=B+BR=R
BP BA

CB— .,
he(P)=C+—CP=C+CB=8B
CP

CB — CO— .
hC(A)=C+$CA=C+:QCA=C+CQ=Q.

CA
Comme I'image d’une droite par une homothétie est une droite, on en déduit que I'on a
hg ((AP)) = (CR) et hc ((AP)) = (BQ).

14. Montrer que les droites (AP), (BQ) et (CR) sont alors paralléles.

Comme lI'image d"une droite par une homothétie est une droite paralléle, la question
prédédente montre que (AP) et (CR) sont alors paralléles, et que (AP) et (BQ) sont aussi
paralleles.
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