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Géométrie et isométries

Interrogation 2

Durée : 1h
Documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs sont interdits. La qualité de la
rédaction sera prise en compte dans la note.
Exercice 1

Dans cet exercice, on considère un plan affine euclidien ℰ, de direction 𝐸 (qui est donc un
espace vectoriel de dimension 2 muni d’un produit scalaire que l’on notera (𝑢, 𝑣) ↦ 𝑢 ⋅ 𝑣).
Si 𝑃 et 𝑄 sont deux points distincts de ℰ on note (𝑃𝑄) l’unique droite passant par 𝑃 et 𝑄.
Soit 𝒟 une droite de ℰ, de direction 𝐷. Si 𝑃 et 𝑄 sont deux points de 𝒟 et si 𝑒 est un
vecteur unitaire de 𝐷, la mesure algébrique du bipoint (𝑃,𝑄) est le réel 𝑒 ⋅ 􏹏𝑃𝑄. On remarquera
que le réel en question dépend (en particulier) du choix du vecteur 𝑒 et de l’ordre des
points 𝑃 et 𝑄. La mesure algébrique du bipoint (𝑃,𝑄) est notée 𝑃𝑄.

1. Montrer que la valeur absolue de 𝑃𝑄 est la distance entre les points 𝑃 et 𝑄.
2. Si 𝑃, 𝑄, 𝑅 sont trois points de 𝒟 , montrer que le produit 𝑃𝑄𝑄𝑅 et le quotient 𝑃𝑄

𝑃𝑅
(quand il existe, i.e. quand 𝑃 ≠ 𝑅) ne dépendent pas du vecteur 𝑒 choisi.

3. Sous les mêmes hypothèses, montrer que 𝑃𝑄 + 𝑄𝑅 = 𝑃𝑅 (relation de Chasles).
On considère maintenant trois points 𝐴, 𝐵, 𝐶 du plan ℰ, que l’on suppose distincts et
non alignés. Soient 𝑃 un point de la droite (𝐵𝐶), 𝑄 un point de (𝐶𝐴) et 𝑅 un point de
(𝐴𝐵). On suppose qu’ils sont distincts de 𝐴, 𝐵, 𝐶. On veut montrer que les droites (𝐴𝑃),
(𝐵𝑄) et (𝐶𝑅) sont concourantes (i.e. ont un point commun) ou parallèles si et seulement
si

𝑃𝐵
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐴

𝑅𝐴
𝑅𝐵

= −1.

(Cette propriété est connue sous le nom de théorème de Ceva).
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𝑄
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4. Montrer que le point 𝑃 est le barycentre des points pondérés (𝐵, 𝑃𝐶) et (𝐶, 𝐵𝑃).
5. En déduire que le barycentre de (𝐴, 𝛼), (𝐵, 𝛽) et (𝐶, 𝛾) (avec 𝛼, 𝛽, 𝛾 trois réels de

somme non nulle) est sur la droite (𝐴𝑃) si et seulement si 𝛽𝑃𝐵 + 𝛾𝑃𝐶 = 0.
6. En déduire que si les droites (𝐴𝑃), (𝐵𝑄) et (𝐶𝑅) sont concourantes alors il existe des

réels 𝛼, 𝛽, 𝛾 non nuls vérifiant les équations :

𝛽𝑃𝐵 + 𝛾𝑃𝐶 = 0
𝛾𝑄𝐶 + 𝛼𝑄𝐴 = 0
𝛼𝑅𝐴 + 𝛽𝑅𝐵 = 0.

7. En déduire que l’on a alors
𝑃𝐵
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐴

𝑅𝐴
𝑅𝐵

= −1.

8. Réciproquement, si l’on a
𝑃𝐵
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐴

𝑅𝐴
𝑅𝐵

= −1,

montrer qu’il existe des réels 𝛼, 𝛽, 𝛾 non nuls qui vérifient le système d’équations de
la question 6..

9. En déduire que si l’on a de plus 𝛼+𝛽+𝛾 ≠ 0 alors les droites (𝐴𝑃), (𝐵𝑄) et (𝐶𝑅) sont
concourantes.

10. Si les droites (𝐴𝑃), (𝐵𝑄) et (𝐶𝑅) sont parallèles, montrer que l’on a :

𝑃𝐵
𝑃𝐶

=
𝐴𝐵
𝐴𝑅

=
𝐴𝑄
𝐴𝐶

.

11. En déduire que l’on a alors
𝑃𝐵
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐴

𝑅𝐴
𝑅𝐵

= −1.

(Indication : utiliser les égalités de la question précédente et la relation de Chasles).
12. On suppose qu’il existe des réels 𝛼, 𝛽, 𝛾 non nuls qui vérifient le système d’équations

de la question 6. et la relation 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0. Montrer que

𝐵𝑅
𝐵𝐴

=
𝐵𝐶
𝐵𝑃

et
𝐶𝑄
𝐶𝐴

=
𝐶𝐵
𝐶𝑃

.

13. En déduire que la droite (𝐶𝑅) est alors l’image de la droite (𝐴𝑃) par l’homothétie
de centre 𝐵 et de rapport 𝐵𝐶

𝐵𝑃
, et que la droite (𝐵𝑄) est alors l’image de la droite (𝐴𝑃)

par l’homothétie de centre 𝐶 et de rapport 𝐶𝐵
𝐶𝑃

.
14. Montrer que les droites (𝐴𝑃), (𝐵𝑄) et (𝐶𝑅) sont alors parallèles.
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