L3 2014-2015

Géométrie et isométries

Compléments sur les sommes directes

Rappelons les définitions suivantes.

Définition 1. Soit E un espace vectoriel, et soit (F;)o<i<,, Une famille ﬁ'nieﬂ de sous-espaces de E.
Notons
o H;:)l F, — E
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On appelle somme des sous-espaces F; le sous-espace Fy + --- + F,,_; = imo.

On dit que les sous-espaces F; sont en somme directe si ['application ¢ est injective. Dans ce
cas, on note aussi Fy @ ... ® F,,,_1 la somme des sous-espaces F;.

On dit que deux sous-espaces de E sont supplémentaires s'ils sont en somme directe et si leur
somme est E.

Exercice 1

1. Montrer que deux sous-espaces d'un espace vectoriel E sont en somme directe si et
seulement si leur intersection est {0}.

2. On considere l'espace vectoriel E = R? et ses sous-espaces Fy = Rx{0}, F; = {0}xRet
F, = {(x,x);x € R}. Montrer que l'intersection de ces trois sous-espaces est réduite
a {0} (et méme que leurs intersections deux a deux le sont) mais qu’ils ne sont pas
en somme directe. Montrer que si E est un espace vectoriel et si (F;)o;<, €st une
famille finie de sous-espaces de E, alors il y a équivalence entre :
(*) les sous-espaces F; sont en somme directe ;
(*) pour tout entier i € {0, .., m — 1} I'intersection de F; avec la somme des sous-

espaces F;,j € {0,...,m — 1} ~\ {i}, est {0}.

Exercice 2

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie 7.

1. Soit (e;)o<i<, une base de E. Montrer que E est la somme directe de droites ke;.

1Pour une famille infinie, il faut modifier un peu la définition, en remplacant le produit des espaces F; par son sous-espace

{(xi) € HEi/ {i/x; # Olest fini},
i
appelé la somme directe externe des F;.
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2. Soit (F;)o<i<m une famille finie de sous-espaces de E. On suppose qu’ils sont en
somme directe. Montrer que la dimension de leur somme est la somme des dimen-
sions des F;. (Indication : fixer une base de chacun des F;, et montrer que la réunion
de ces bases est une base de la somme).
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