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Géométrie et isométries

Compléments sur les sommes directes

Rappelons les définitions suivantes.

Définition 1. Soit 𝐸 un espace vectoriel, et soit (𝐹𝑖)0⩽𝑖<𝑚 une famille finie1 de sous-espaces de 𝐸.
Notons

𝜎∶
⎧⎪⎨
⎪⎩

∏𝑚−1
𝑖=0 𝐹𝑖 ⟶ 𝐸

(𝑥𝑖)0⩽𝑖<𝑚 ⟼ ∑𝑚−1
𝑖=0 𝑥𝑖.

On appelle somme des sous-espaces 𝐹𝑖 le sous-espace 𝐹0 +⋯+ 𝐹𝑚−1
déf
= im𝜎.

On dit que les sous-espaces 𝐹𝑖 sont en somme directe si l’application 𝜎 est injective. Dans ce
cas, on note aussi 𝐹0 ⊕ … ⊕ 𝐹𝑚−1 la somme des sous-espaces 𝐹𝑖.
On dit que deux sous-espaces de 𝐸 sont supplémentaires s’ils sont en somme directe et si leur
somme est 𝐸.

Exercice 1

1. Montrer que deux sous-espaces d’un espace vectoriel 𝐸 sont en somme directe si et
seulement si leur intersection est {0}.

2. On considère l’espace vectoriel𝐸 = ℝ2 et ses sous-espaces 𝐹0 = ℝ×{0}, 𝐹1 = {0}×ℝ et
𝐹2 = {(𝑥, 𝑥) ; 𝑥 ∈ ℝ}. Montrer que l’intersection de ces trois sous-espaces est réduite
à {0} (et même que leurs intersections deux à deux le sont) mais qu’ils ne sont pas
en somme directe. Montrer que si 𝐸 est un espace vectoriel et si (𝐹𝑖)0⩽𝑖<𝑚 est une
famille finie de sous-espaces de 𝐸, alors il y a équivalence entre :
(*) les sous-espaces 𝐹𝑖 sont en somme directe ;
(*) pour tout entier 𝑖 ∈ {0, … ,𝑚 − 1} l’intersection de 𝐹𝑖 avec la somme des sous-

espaces 𝐹𝑗, 𝑗 ∈ {0, … ,𝑚 − 1} ∖ {𝑖}, est {0}.

Exercice 2

Soit 𝐸 un 𝑘-espace vectoriel de dimension finie 𝑛.
1. Soit (𝑒𝑖)0⩽𝑖<𝑛 une base de 𝐸. Montrer que 𝐸 est la somme directe de droites 𝑘 𝑒𝑖.

1Pour une famille infinie, il faut modifier un peu la définition, en remplaçant le produit des espaces 𝐹𝑖 par son sous-espace

 (𝑥𝑖) ∈ 
𝑖
𝐸𝑖  {𝑖/𝑥𝑖 ≠ 0}est fini ,

appelé la somme directe externe des 𝐹𝑖.
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2. Soit (𝐹𝑖)0⩽𝑖<𝑚 une famille finie de sous-espaces de 𝐸. On suppose qu’ils sont en
somme directe. Montrer que la dimension de leur somme est la somme des dimen-
sions des 𝐹𝑖. (Indication : fixer une base de chacun des 𝐹𝑖, et montrer que la réunion
de ces bases est une base de la somme).
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