L3 2014-2015

Géométrie et isométries

Rappels d’algebre linéaire & produit scalaire

Les sujets de TD sont disponibles sur la page web :
http://www.normalesup.org/~fourquau/pro/teaching/2014-2015/geis/

Rappels d’algébre linéaire

Exercice 1

Soit f: E — F une application linéaire. Montrer que ker f = {x €E/f(x) = 0} est un
sous-espace vectoriel de E. Montrer que 1'image de f est un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel, et soit f un endomorphisme de E. Montrer que ker f2 = ker f
si et seulement si ker f Nim f = {0}.

Exercice 3

Calculer le noyau de la matrice suivante.

6 -1 -15
4 7 13 |e.#(R)
5 3 -1

Exercice 4

Soit n> 0 un entier. Soit E 1’ensemble des polyndme a coefficients dans R de degré
inférieur ou égal a n.
1. Montrer que E, muni de 1’addition des polynémes et de la multiplication des poly-
nomes par un réel, est un R-espace vectoriel.
2. Quelle est la dimension de E?
3. Soita € RR, et soit ev,: E — R l'application définie par ev,(P) = P(a). Montrer que
ev, est une forme linéaire sur E.
4. Quelle est la dimension du noyau de ev, ?
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Exercice 5

Soit f: E — F une application linéaire de rang 1. Montrer qu’il existe une forme li-
néaire ¢ sur E et un vecteur v € F tels que f(x) = {(x)v pour tout x € E.

Exercice 6

On considere I'ensemble des suites réelles (u,,),-9 qui vérifient u,, = u,_, + u,_3 (pour
tout n > 3).

1. Montrer que c’est un sous-espace vectoriel de I’espace des suites réelles.
2. Montrer qu’'une telle suite vérifie

u, 0 1 0\ (u
U, =10 0 1| |y (Yn > 0)
Uyto 1 10 Uy

3. Montrer que cet espace est de dimension finie et déterminer sa dimension.

Exercice 7

Soit E un k-espace vectoriel, et soit f un endomorphisme de E, tel que les droites vecto-
rielles de E (c’est-a-dire les sous-espaces de dimension 1) sont stables par f. Montrer que
f est une homothétie, i.e. qu'il existe une constante A € k telle que Vx € E  f(x) = Ax.

Exercice 8

Soit E un espace vectoriel, et soient py, ..., p,, des endomorphismes de E tels que :
(i) pjop; =pi, pour 1l <i<m,ie.lesendomorphismes p; sont des projecteurs;
(ii) piop;=0,sil<ij<meti#j;
(i) py + . + Py = idp.
Montrer que les images de py, ..., p,, sont en somme directe, et que leur somme est E.

Réciproquement, montrer quesi E = E; ® .. ®E,,, avec Ey, ..., E,, des sous-espaces de E,
alors il existe des projecteurs py, ..., p,, comme ci-dessus tels que 1'image de chaque p;
soit E;.

Exercice 9

Soient f: E — M et g: F — M deux applications linéaires. On définit les applications
linéaires suivantes :

@:{EXF — M et prl:{ExF — E
ry) — f()-8W) vy +— x

Montrer que
im f Nimg = f(pr, (ker @)).
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Exercice 10

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soient F, F’ deux sous-espaces de E
de méme dimension. Montrer qu’il existe un sous-espace de E qui est supplémentaire
de F et de F’. (On pourra raisonner par récurrence sur la codimension de F).

Exercice 11

Rappelons les théorémes suivants.

Proposition 1. Soient k un corps, E un k-espace vectoriel, (e;);c; une famille libre d’éléments
de E et (f;);ey une famille génératrice de E. On suppose que | est fini. Alors Card [ < Card].
Corollaire 1. Toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont le méme cardinal.

Compléter la preuve ci-dessous.
Lemme 1. Soit m > 0 un entier tel que m < Card . Il existe une partie I,, C I et une partie
Jin €] telles que :
e Cardl, =Card],, =m;
o (ei,idm, fijer~ ]m) est une famille génératrice de E.
On procede par .
Pourm =0, conviennent trivialement.
Supposons que le lemme est vrai pour |3 |entier 0 < m < Card[. Comme I \ I, # @, il
existe un iy € I \ I,. Notons I,,,,; = I, U {ip}, alors, comme , onaCardl,,; =m+1.
La famille (e,»,l-e 1 fijer~ ]m) engendre E. On peut donc écrire
€, = Z Aiei + E !’l]fj avec Ai/ ‘Ll] €k.
ie[m jej \]m
De plus, comme | 5], les coefficients {; ne peuvent pas étre tous nul. Soit j, € ] \ ], tel
que p;, # 0, et notons J,,11 = J;, U {jo}. Comme j ¢ ], ona Card ], ., =m + 1.
Montrons que (ei,idw, fj,jEI\Im+1) est une famille génératrice de E. Soit @ La famille
(eilidm, fijer~ ]m) est génératrice, donc on peut écrire
X = Z/\fei+ E uif; avec Aj, yj € k.
i€l JEINm

D’autre part, on a

Fio = e, = Do e = Dy b if

i€lm jE] \Im+1

d’apres la décomposition de ¢;, ci-dessus. (Rappelons que ). On a alors :
x= Y Ne+ X pifi+ i f

ielm jel\]m+l
Hi i Wi
ZZ(AZ{__OAZ' e+ K- =) fi+ e,
iEIm jO jej\]m-ﬂ !J]O !’l]()
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donc x est combinaison linéaire de (eirl-dm e 1), ce qui conclut la preuve du lemme.

Pour montrer la proposition, on utilise le lemme avec . L'inclusion J,, € J, donne alors
m = CardJ,, < Card].

Finalement, soient E un espace vectoriel de dimension finie, et (¢;);; et (€});c;; deux
bases de E. Comme E est de dimension finie, il a une famille génératrice finie (f);-
D’apres la proposition, comme une base est une famille @, on a Cardl < Card] et
Card I’ < Card], donc I et I’ sont finis. Comme la famille (e;),c; est libre et la famille
(€})icr est génératrice, on a Cardl < CardI’. De méme, comme (¢]);c;- est libre et (e;);c;
est génératrice, on a Card I’ < CardI. On a donc Card] = Card I'.

[ contraposition @ U xeE
[ I"absurde L x =g
[] récurrence sur m Oiel
Uhh=J=2 O iy ¢ 1,
O L, = {eo} et ] = {fo} O w, #0
Oly=Iet]y=] O, ek
[J presque tout [0 m=CardI
[ un certain 0 m = Card]
L tout Om=0
n l:0 €l @ (1 libre
U lo €L, [l finie
U ig ¢ L, U génératrice
[J la famille (f)); est génératrice
[ la famille (f;);¢; est non vide
[ la famille (e;);; est libre

Produit scalaire

Exercice 12

Montrer que la multiplication de R est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel IR.

Exercice 13

Montrer que sur C, vu comme un R-espace vectoriel, 'application (x,y) — “Ze(xy) est
un produit scalaire.
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Exercice 14

Soit E I'espace des fonction réelles continues sur [0, 1]. Montrer que
B2 — R
1
{ (f,9) ¥ [, fhg(at

est un produit scalaire sur E.

Exercice 15

1. Soit f: R — IR la fonction définie par f(t) = ;. Montrer que xy = f(x +y) — f(x - y)
(Vx,y € R).

2. Sachant que l'on a f(245514) = 15069281049 et f(220512) = 12156385536, calculer
233013 x 12501 (sans calculatrice).

3. Comment peut-on retrouver un produit scalaire (x, y) — x-y a partir del’application
X x-x?

Exercice 16

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. Les vecteurs
suivants sont-ils orthogonaux?
(i) (1,0) et (0,1) dans R?;
(i) (2,3) et (3,2) dans R?;
(iii) (2,3) et (3, -2) dans R?;
(iv) (1,2,-4) et (2,1,0) dans R3;
(v) x 1 et sin dans I'espace des fonctions réelles continues sur [0, 27t], muni du pro-

duit scalaire (f,g) — [ 7 f(hg(t) dt;
(vi) sin et cos dans le méme espace qu’a la question précédente;
(vii) a etia dans C muni du produit scalaire (x,y) — Ze(xy), pour a € C.

Exercice 17

Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d"un produit scalaire. Soit v € E~{0}.
Montrer que I'ensemble des éléments de E orthogonaux a v est un sous-espace vectoriel
de E. Quelle est sa dimension ?

Exercice 18

Deux vecteurs orthogonaux peuvent-ils étre colinaires? Si ey, ..., €,, sont des vecteurs
non nuls qui sont deux a deux orthogonaux, que peut-on dire de cette famille de vec-
teurs ?
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Exercice 19

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d"un produit scalaire - et d"une
base (€;)1<i<,- Notons A la matrice des a;; = ¢; - ¢;, avec 1 < i,j < n. Montrer que A est
symétrique et que ses valeurs propres sont strictement positives.

Exercice 20

Soient ey, ..., e, des vecteurs de IR". Notons A la matrice de la famille e, ..., e, dans la
base canonique de R". Notons - le produit scalaire usuel de R”, et soit G = (ei "¢

Montrer que det(G) = det(A)?.

)1<i,j<n'
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