L3 2014-2015

Géomeétrie et isométries

Quelques théorémes classiques de géométrie

affine

Exercice 1

Compléter la démonstration suivante en cochant les cases qui correspondent au texte
manquant (une seule case par emplacement).

Théoreme 1 (théoréme de Pappus). Soient & et &’ deux droites d'un plan affine eucli-
dien &. Soient A, B, C trois points de &, et A’, B’, C’ trois points de &’. On suppose que :

e {(ABCINY" =02;

* les droites (AB’) et (A’B) sont paralleéles ;

* les droites (BC’) et (B’C) sont paralléles.
Alors les droites (AC”) et (A’C) sont paralléles.

Supposons d’abord que les droites & et &’ ne sont pas paralleles. Comme & est de
dimension 2, leurs directions sont , et les droites & et &’ ont un unique point com-
mun, que I'on note O. Les vecteurs OA, OB et OC sont alors |2 2| (puisqu’ils sont dans la
direction de &. Comme O ¢ {A, B, C} (pu1sque Oe 9’ et {A B,C} N &’ = @), il existe
des constantes A, 4 € R\ {0} telles que OB = AOA et OC = yOA Notons ¢ '’homothétie
de centre O et de rapport A, et 1) I'homothétie de centre O et de rapport u, de sorte que
9(0) = ¥(0) = O, [3]et y(4) =

La droite & est stable par ¢. En effet, les homothéties , donc p(Z) est la paralléle a &
passant par ¢(O) = O, c’est-a-dire &. On montre de méme que p(Z’) = &', (D) = <
etY(Z')=9".

Si les droites & et &’ sont paralleles, on note ¢ la translation de vecteur AB et Y la
translation de vecteur AC, de sorte que @(A) = B et P(A) = C comme dans le cas pré-
cédent. De plus, les vecteurs AB et AC sont dans la direction (commune) de & et &
donc ces deux droites sont stables par ¢ et .
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Les applications ¢ et ¢ sont donc des homothéties ou translations qui envoient A res-
pectivement sur B et C, et qui laissent stables les droites & et &Z’. Comme ce sont des
, elles transforment les droites en droites paralleles.

L'image par ¢ de la droite (AB’) est la paralléle a (AB’) passant par ¢(A) = B, c’est-a-dire
la droite (A’B), @ OronaB’ € &' N(AB’) donc ¢(B’) € &’ N (A’B). Or le point A’ est
commun a &’ et (A’B), et ces deux droites ne peuvent pas étre confondues puisque .
Donc leur intersection , et (B’) = A’. De méme, ona (C’) = A"

Considérons I'application ¢ o ¢ 1. C’est la composée de deux homothéties ou transla-
tions, donc c’est une homothétie ou une translation. De plus, elle envoie B sur C.

Si les droites Z et 2’ ne sont pas paralléles, alors i et ¢! sont deux homothéties de
centre O (de rapports u et A™! respectivement), donc elles commutent : o™ = Lot
est 'homothétie de centre O et de rapport A1 p.

Si les droites & et 7 sont paralleles, alors ¢ et ¢! sont deux @ donc elles commutent.
Plus précisément, I'application i o ™1 = ¢! o i) est la translation de vecteur .

On a donc (¥ o p)(C) = (7o ¢)(C) = ¢ }(A’) = B’. Limage de la droite (BC’)
par 'homothétie ou translation ¢ o ¢! est donc la droite (B’C), donc (B’C) est parallele
a (BC).

O en somme directe @ O car @ est affine
O complémentaires O par hypothése
0 supplémentaires U puisque ¢(B) = A
[) orthogonaux O Z et &’ seraient paralléles
L] égaux 0 A¢ T
O colinéaires 00 B¢’
g goggg i é O est réduite au point A’
D(P(A)_—B O est vide
4 N O est stable par ¢
[J laissent stables les droites _
O transforment les droites en droites @ [J translations
paralléles 0 homothéties ou translations
[J sont des applications affines U homothéties
O applications linéaires L -BC+BA=CA
O isométries [l —zﬁ + A_C) = B_C)
O homothéties ou translations 0 -AC+ AB=CB
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Exercice 2

Soient A, B, C, A’, B/, C’ six points d"un plan affine .7°. On suppose que ces six points
sont deux a deux distincts, que A, B, C ne sont pas alignés et que A’, B’, C’ ne sont pas
alignés.

Si P et Q sont deux points distincts de .7, on note (PQ) 1'unique droite passant par P et

Q.

On suppose de plus que les droites (AB) et (A’B’) sont paralleles, que les droites (AC)
et (A’C’) sont paralléles et que les droites (BC) et (B’C’) sont paralléles.
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On suppose (jusqu’a la question 8., non incluse) que les droites (AA’) et (BB’) se
coupent en un point O. Montrer qu’il existe une homothétie ¢ de centre O telle que
@(A) = A’. On note A son rapport.

Montrer que ¢(B) = B’. (Indication : utiliser le théoreme de Thales.)

Posons C” = ¢(C). Montrer que les droites (AC) et (A’C") sont paralléles. (Indica-
tion : que peut-on dire de I'image d’une droite par une homothétie ?)

En déduire que (A'C”) = (A'C’).

Montrer de méme que (B’'C”) = (B'C’).

En déduire que C” = C’.

En déduire que la droite (CC’) passe par O. (Indication : montrer que O, C et C”
sont alignés).

On suppose désormais que les droites (AA’) et (BB’) sont paralleles. Montrer de
méme que la droite (CC’) leur est aussi parallele. (Indication : suivre le méme rai-
sonnement, en remplacant ’homothétie de centre O par une translation bien choi-
sie.)

Cette propriété est appelée le théoréme de Desargues. Il est recommandé de faire un
dessin.

3/3



