L3 2014-2015

Géométrie et isométries

Prérequis du cours (test)

Voici quelques exercices que les étudiants qui souhaitent suivre le cours de Géométrie
et isométries doivent savoir traiter.

Ensembles et applications

Exercice 1

Soient A et B deux ensembles, et f: A — B une application. Montrer que si U et V sont
deux parties de B alors fH(U N V) = f1(U) N f1(V).

Exercice 2

Soient A et B deux ensembles, et f: A — Betg: B — A deux applications. On suppose
que g o f = id 4. Montrer que f est injective et que g est surjective. Montrer que f peut
ne pas étre bijective.

Algebre linéaire

Exercice 3

Définir :
* «espace vectoriel » (sur un corps K) ;
¢ «application linéaire » (entre deux K-espaces vectoriels) ;
¢ «famille libre » (dans un espace vectoriel) ;
* «valeur propre» (d’'un endomorphisme).

Exercice 4

On note E un espace vectoriel de dimension 3, et D, D;, D, trois droites de E. Montrer
que Dy, Dy, D, sont en somme directe si et seulement si elle ne sont pas coplanaires (i.e.
il n’existe pas de sous-espace vectoriel de dimension 2 contenant les trois droites).

Exercice 5

Dans quelle proportion faut-il mélanger un vin a 1.80€ le litre & un autre a 2.10€ le litre
pour obtenir un vin a 1.90€ le litre ?
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Compréhension des mathématiques

Exercice 6

Voici une démonstration fausse. Sur quelle ligne se trouve la premiére erreur de raison-
nement ?

1 Soient a et b deux nombres réels, que 1'on suppose égaux.
2
3 Onaa=b.
4 En multipliant par a, on en déduit a> = ab,
5 donc a® — b? = ab - b3,
6 dong, en factorisant a l'aide de l'identité remarquable
7 -y =(x+y)(x-y),
8 on en déduit (a + b)(a — b) = b(a — b),
9 dong, en simplifiant,a +b = b,
10 donca = 0.
11
12 Ceci étant vrai pour tout couple de nombre réels égaux, on en déduit
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que tout nombre réel est nul.

Exercice 7

Compléter la démonstration suivante en cochant les bonnes cases (une seule case par
emplacement).

Montrons que le réel V2 n’est pas un nombre rationnel. On procede . Supposons que
. Alors il existe des entiers x et y, avec y> 0, tels que () = 2. De plus, quitte a
simplifier par leur , on peut supposer que x et iy sont .

On a alors x* = 2y?, donc x* est . Comme 2 est @, par le lemme d’Euclide, on en
déduit que x est pair, i.e. il existe un entier x’ tel que x = 2x". On a alors 4x’> = 22 donc
y? = 2x'?, donc y? est pair. Comme précédemment, on en déduit que y est pair, donc que
2 est|7|a x ety, ce qui contredit le fait .

L] par récurrence L] premiers

[ par contraposition U impairs

U par l'absurde [] premiers entre eux
O \/E eZ U pair

O0V2eQ O positif

O \/E eR [ entier
0 PPCM @ U premier ay

O deux U premier a x

0 PGCD 0 un nombre premier
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[J un minorant commun O qu'ils sont entiers
O un diviseur commun O qu'ils sont premiers entre eux
0 un multiple commun O que leur PGCD est premier
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