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1 Caractéristique et sous-corps premier

Proposition 1.1. Soit k un corps. Notons 1, [’élément neutre de la multiplication de k. L'application

| Z — k
n|—>nlk

est un morphisme de Z-algébres, dont le noyau est un idéal premier de Z, et dont Iimage est le plus
petit sous-anneau unitaire non nul de k.

Démonstration. Lapplication ¢ est clairement un morphisme de Z-algebres, en particulier d’anneaux,
donc son noyau est un idéal de Z et son image est un sous-anneau unitaire non nul de k.

Tout sous-anneau unitaire non nul de k contient 1; et est un sous-groupe pour l'addition, donc contient
'image de .

Comme 'image de ( est un sous-anneau de k, c’est un anneau integre, donc le noyau de ¢ est un idéal
premier de Z. O

Corollaire 1.2. Le noyau de l'application 1 de la propositionest de la forme pZ avecp = Ooup un
nombre premier. Cet entier p est appelé la caractéristique du corps k.

Démonstration. En effet, les idéaux premiers de Z sont {0} et les pZ pour p un nombre premier. [

Proposition 1.3. Sik est un corps, le plus petit sous-corps de k, appelé le sous-corps premier de k, est
isomorphe a :

« Qsik est de caractéristique nulle;

« Z[pZsik est de caractéristique p > 0.

Démonstration. Sik est de caractéristique p > 0, alors le plus petit sous-anneau unitaire non nul de k
est 'image de l'application ¢ de la proposition qui est isomorphe a Z/pZ. puisque le noyau de ¢
est pZ. L'image de ( est donc un sous-corps de k (puisque Z/pZ est un corps), donc c’est aussi le plus
petit sous-corps de k.

Si k est de caractéristique nulle, alors son plus petit sous-anneau unitaire non nul estisomorphe (via 1)
aZ. Alors, le corps Q des fractions de Z s’injecte dans k (par propriété universelle du corps des frac-
tions), et méme dans tout sous-corps de k. L'image de Q par cette injection est clairement le plus petit
sous-corps de k. O

Corollaire 1.4. Tout corps fini est une extension de Z/pZ, ou p > 0 est la caractéristique du corps.


https://www.normalesup.org/~fourquau/pro/

Démonstration. En effet, si k est un corps fini, il ne peut pas contenir de sous-corps isomorphe a Q (qui
est infini), donc, par la proposition la caractéristique de k ne peut pas étre nulle. Le second cas de
la proposition[L.3]permet alors de conclure. O

Corollaire 1.5. Le cardinal d’un corps fini est une puissance d’un nombre premier, et ce nombre premier
est sa caractéristique.

Démonstration. Soitk un corps fini. C’est une extension de Z/pZ., ou p est la caractéristique de k, donc,
en particulier, k est muni d’une structure de Z/pZ-espace vectoriel. De plus, k contient une famille gé-
nératricefinie (’ensemble de ses éléments) donc k est un espace vectoriel de dimension finie sur Z/pZ.
Notons d sa dimension.

En tant qu’espace vectoriel, k est isomorphe a (Z/pZ)d (par choix d’une base), donc |k| = pd. O

2 Groupe multiplicatif d’un corps fini

Proposition 2.1. Soitk un corps, et soit
ulk) ={xek/JeecN*x* =1}
le sous-groupe de k* formé des racines de 'unité. Alors tout sous-groupe fini de u(k) est cyclique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de p(k), d’ordre n.
Sid > 0 est un entier divisant n, alors on a deux cas.

« Ou bien il nexiste pas d’élément x € G d’ordre d.

« Ou bienil existe un x € G d’ordre d. Il engendre alors un sous-groupe cyclique de G, isomorphe
a Z/dZ. Celui-ci contient ¢(d) éléments d’ordre d, ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler.
D’autre part, les éléments de u(k) dont lordre divise d sont les racines de X — 1 dansk. llyen a
donc au plus d, or le sous-groupe engendré par x contient d tels éléments, donc ce sous-groupe
contient tous les éléments de G dont l'ordre divise d. En particulier, G contient exactement ¢(d)
éléments d’ordre d.

En comptant les éléments de G selon leur ordre, on trouve donc

n=|G|= El{xe G/xestdordred}| < Z¢(d).

dln dln
=0ou ¢(d)

Or, pour toutentierd > 0 divisantn, le groupe Z/nZ. contient ¢(d) éléments d’ordred (car les éléments
dont l'ordre divise d sont ceux du sous-groupe SZ/nZ ~ Z/d7Z), donc

) o) =n.

dn
On en déduit donc que pour tout entier d > 0 divisant#, on a
l{x e G/xestdordred}| = ¢(d) > 0.
En particulier (avec d = n), le groupe G contient un élément d’ordre 1, donc il est cyclique. O

Corollaire 2.2. Sik est un corps fini, alors le groupe k* est cyclique.



Démonstration. Sile corpsk a g éléments, alors k* est un groupe d’ordre g — 1, donc tous les éléments
de k* sont des racines (g — 1)-iemes de l'unité, donc k* est un sous-groupe fini de y(kﬂ donc il est
cyclique. O

Corollaire 2.3. Les extensions finies de corps finis sont monogeénes.

Démonstration. Soit k’/k une extension finie de corps finis. Notons a un générateur du groupe cy-
clique k™, alorson ak’ = k[a] = k(). O

3 Théorie de Galois des corps finis

Proposition 3.1. Sik est un corps de caractéristique p, alors l'application

(p:{k — k

x +— xP

est un morphisme de corps, appelé le morphisme de Frobenius. Si k est un corps fini, alors c’est un auto-
morphisme.

Démonstration. Ona @(xy) = ¥y’ = p(x)p(y) et (1) = 17 = 1. De plus,
px+y)=@x+yy
o\ ..
= E ( ,)xly’”" par formule du bindbme
i=0 \1

i
k est de caractéristique p

=xF +yP car(p)zo (mod p)sil<i<p-1,et

= p(x) + @)

L'application ¢ est donc un morphisme de corps. En particulier, elle est injective. Si k est fini, elle est
donc bijective. O

Si k’/k est une extension de corps finis, notons Gal(k’/k) le groupe des automorphismes k-linéairesE]
dek’.

Si k est un corps de caractéristique p, alors son sous-corps premier est Z/pZ. Comme le sous-corps
premier est engendré (comme groupe) par 1, qui est fixe par tous les automorphismes, les éléments
du sous-corps premiers sont fixes par les automorphismes de k, donc Gal(k/(Z/pZ)) est le groupe des
automorphismes de k, et ¢ € Gal(k/(Z/pZ)).

Lemme 3.2. Sik est un corps fini de caractéristique p, de cardinal q = p“, alors son automorphisme de
Frobenius @ est d’ordre d.

1. Bien siir, on a en fait u(k) = k*.
2. Autrement dit, ce sont les automorphismes de k” qui fixent les éléments du sous-corps k.



Démonstration. Soit g un générateur du groupe cyclique k*, et soite € Z. Alors :

pr=id= @) =g
= gpc =g
&qg-1|p°-1  cargestdordre|kX| =g-1
=dle carp est d’ordre d dans Z/(q — 1)Z, puisque 1,

p, %, ..., p* 1 sont deux & deux distinct modu-
log-1=p'-1>p*Letp’=1 (modg-1).

On en déduit la structure du groupe Gal(k’/k).

Proposition 3.3. Soit k’/k une extension de corps finis. Soient p leur caractéristique, q = |k|, g = |K'I,
d=[k:Z/pZ)etd = [k : Z[pZ), de sorte que q = p°, ' = p* et% = [k : k]. Soitp: k' — K’ l'auto-
morphisme de Frobenius. Alors Gal(k’/k) est un groupe cyclique, d’ordre [k’ : k], engendré par ¢, = @

(que l'on appelle parfois le morphisme de Frobenius relatif).

Démonstration. D’aprés le lemme @qli = idy, donc ¢, € Gal(k’/k). De plus, ¢ est d’ordre d’ (dans

le groupe des automorphismes de k’) etd | d’, donc ¢, estd’ordre %.

Soita € k’ tel que kK’ = k(). L'application

{Gal(k’/k) — K

o —  o(9)

est injective. En effet, si og(@) = o1(a), alors (o7 0p)(@) = @, donc o7loy = id; (puisque k’ = k[a]),
donc oy = 0;. Soit Q € k[X] le polyndme minimal de a, alors I'image de l'application ¢ — 0o(g)
est contenue dans l’ensemble des racines de Q (puisque Q(o(a)) = o(Q(a)) = o(0) = 0), donc
IGal(k'/k)| < degQ < [k : k] = .

’

Comme Gal(k’/k) contient un élément d’ordre i, on en déduit qu’il est cyclique, d’ordre d—, engendré
par ,. O

Lemme 3.4. Soit k'/k une extension de corps finis. Si H est un sous-groupe de Gal(k'/k), et si K est le
sous-corps de k’ formé des éléments de k’ fixes sous ['action de H, alorson a [k’ : Kt 1=1|H|.

Démonstration. Notons que H C Gal(k’ : k’H). D’apreés la proposition onadonc|H| < [K : k’H].

Soita € k' telque k' = k[a]. Onaalorsk’ = k’H[a]. Le polynéme

[Ix-o(a)

oeH

est 3 coefficients dans k'’ car les polynémes symétriques en les o(a) sont fixes sous l'action de H. C’est
un polynéme annulateur de a, de degré |H|, donc [k’ : k’H] < |H|, d’ou Pégalité. O

Le théoreme suivant est la correspondance de Galois dans le cadre des corps finis.



Proposition 3.5. Soitk’/k une extension de corps finis. Alors 'ensemble K des extensions intermédiaires
entre k et k’ est en bijection avec 'ensemble ® des sous-groupes de Gal(k'/k), par les deux applications
inverses l'une de l'autre :

] — ® et ® — 8K
x +—  Gal(k'/x)

Démonstration. Six € K,onax C k’Gal(k//K), orle lemmeet la proposition(3.3|donnent
[+ kS €] = |Gal(k' /i)l = [k - ],

donc « = kC*7),

SiH € ®,onaH C Gal(k’/k’H), et la proposition et le lemmedonnent
|Gat (k/k™)| = [ - "] = 1HL,
donc H = Gal(k'/k’™). O

Corollaire 3.6. Sik’/k est une extension de corps finis, alors pour tout diviseur d de [k’ : k] il existe un
unique sous-corps x de k' contenantk tel que [k : k] = d

Démonstration. D’aprés la proposition cela revient a montrer que le groupe cyclique Gal(k’/k),
qui est d’ordre [k’ : k], a un unique sous-groupe d’indice d, ce qui est vrai (c’est le sous-groupe des
multiples de d). O

4 Existence et unicité

Proposition4.1. Sipestunnombre premieretsim > 0 estun entier, il existe un corps fini de cardinal p™,
et celui-ci est unique a isomorphisme pres.

Démonstration. Notons g = p™. Soit k un corps de décomposition du polynéme X7 — X € (Z/pZ)[X]
sur Z/pZ, et soit ¢ x — x” le morphisme de Frobenius (absolu) de k.

Notons « le sous-corps de k formé des éléments fixés par ¢™. Alors @™ est trivial dans Gal(x/(Z/pZ)),
qui est cyclique, engendré par ¢, d’ordre [« : Z/pZ], d’apres la proposition On trouve donc que
[k :Z[pZ] | m,etdonc x| < gq.

D’autre part, les racines dans k’ du polynéme X9 — X sont par définition fixes par ¢™, donc elles sont
dans x. Or ce polyndme est scindé sur k (par définition de k), et a racines simples car il est premier a sa
dérivée (qui est —1). On adonc || > g, donc || = g. Il existe donc un corps a g éléments.

Comme le polyndme X9 — X est scindé sur x, par minimalité du corps de décomposition, on ak = x.

Si k' est un corps a g éléments, ses éléments sont tous fixes par x +— x7 (par le lemme , i.e.ils
sont tous racines du polyndme X7 — X € (Z/pZ)[X]. Donc ce polyndme est scindé sur k’, et comme
’ensemble de ses racines engendre (et est méme égal a) k’, le corps k’” est un corps de décomposition
de X1 — X. Par unicité a isomorphisme prés du corps de décomposition, on en déduit que k et k¥’ sont
isomorphes. O

On note usuellement IF, «le » corps a g éléments, pour g une puissance d’un nombre premier.

En généraﬂ il n’y a pas unicité de isomorphisme entre deux corps finis de méme cardinal.

3. Ily a unicité si et seulement si ce cardinal est premier.



Corollaire 4.2. Pour tout corps fini k et tout entier d > 0, il existe un polynéme Q € k[X] irréductible
surk de degré d.

Démonstration. D’aprés la proposition il existe un corps k” a |k éléments. D’apreés le corollaire
k’ contient un sous-corps a |k| éléments, et d’apres la proposition celui-ci estisomorphe a k. Quitte
a les identifier, on peut voir k' comme une extension de k.

Soita € k" telque k’ = k[a] (cf. corollaire[2.3), et soit Q € k[X] le polyndme minimal de & sur k. Alors
Qestirréductible surk,etdegQ = [k’ : k] = d. O

5 Factorisationde X7 - X

Le polyndme X7 - X € IF,[X] est premier a sa dérivée 1. Il est donc sans facteur carré, et il suffit de
connaitre ses diviseurs irréductibles pour en déduire sa factorisation.

Soit Q € IF,[X] un polynéme irréductible, et soitk = F,[X]/(Q(X)). On note « la classe de X dans k.

m

QI X" -X)=al"-a=0
= pfa) =a
& @y est identité sur F,[a] car ¢, est un morphisme de ]Fq-algébres
= @y =idg cark = IF[a]
< ¢y’ =1 dans le groupe Gal(k/IF,)
— deg(Q) | m car ¢, estd’ordre [k : IF,] = deg(Q).
Onadonc:
Xi"-X = 11 Q.
Q€F,[X]
Q unitaire irréductible
deg(Q)|m

6 Carrés dans les corps finis
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