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1 Caractéristique et sous-corps premier

Proposition 1.1. Soit 𝑘 un corps. Notons 1𝑘 l’élément neutre de la multiplication de 𝑘. L’application

𝜄 ∶
􏿼
ℤ ⟶ 𝑘
𝑛 ⟼ 𝑛1𝑘

est un morphisme de ℤ-algèbres, dont le noyau est un idéal premier de ℤ, et dont l’image est le plus
petit sous-anneau unitaire non nul de 𝑘.

Démonstration. L’application 𝜄 est clairement unmorphisme deℤ-algèbres, en particulier d’anneaux,
donc son noyau est un idéal deℤ et son image est un sous-anneau unitaire non nul de 𝑘.
Tout sous-anneauunitairenonnul de 𝑘 contient1𝑘 et est un sous-groupepour l’addition, donc contient
l’image de 𝜄.
Comme l’image de 𝜄 est un sous-anneau de 𝑘, c’est un anneau intègre, donc le noyau de 𝜄 est un idéal
premier deℤ.

Corollaire 1.2. Le noyau de l’application 𝜄 de la proposition 1.1 est de la forme 𝑝ℤ avec 𝑝 = 0 ou 𝑝 un
nombre premier. Cet entier 𝑝 est appelé la caractéristique du corps 𝑘.

Démonstration. En effet, les idéaux premiers deℤ sont {0} et les 𝑝ℤ pour 𝑝 un nombre premier.

Proposition 1.3. Si 𝑘 est un corps, le plus petit sous-corps de 𝑘, appelé le sous-corps premier de 𝑘, est
isomorphe à :

• ℚ si 𝑘 est de caractéristique nulle ;
• ℤ/𝑝ℤ si 𝑘 est de caractéristique 𝑝 > 0.

Démonstration. Si 𝑘 est de caractéristique 𝑝 > 0, alors le plus petit sous-anneau unitaire non nul de 𝑘
est l’image de l’application 𝜄 de la proposition 1.1, qui est isomorphe à ℤ/𝑝ℤ puisque le noyau de 𝜄
est 𝑝ℤ. L’image de 𝜄 est donc un sous-corps de 𝑘 (puisqueℤ/𝑝ℤ est un corps), donc c’est aussi le plus
petit sous-corps de 𝑘.
Si 𝑘 est de caractéristique nulle, alors son plus petit sous-anneau unitaire non nul est isomorphe (via 𝜄)
àℤ. Alors, le corpsℚ des fractions deℤ s’injecte dans 𝑘 (par propriété universelle du corps des frac-
tions), etmême dans tout sous-corps de 𝑘. L’image deℚ par cette injection est clairement le plus petit
sous-corps de 𝑘.

Corollaire 1.4. Tout corps fini est une extension deℤ/𝑝ℤ, où 𝑝 > 0 est la caractéristique du corps.
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Démonstration. En effet, si 𝑘 est un corps fini, il ne peut pas contenir de sous-corps isomorphe àℚ (qui
est infini), donc, par la proposition 1.3, la caractéristique de 𝑘 ne peut pas être nulle. Le second cas de
la proposition 1.3 permet alors de conclure.

Corollaire 1.5. Le cardinal d’un corps fini est une puissance d’un nombre premier, et ce nombre premier
est sa caractéristique.

Démonstration. Soit 𝑘un corps fini. C’est une extensiondeℤ/𝑝ℤ, où 𝑝 est la caractéristiquede 𝑘, donc,
en particulier, 𝑘 estmuni d’une structure deℤ/𝑝ℤ-espace vectoriel. De plus, 𝑘 contient une famille gé-
nératrice finie (l’ensembledeseséléments)donc𝑘estunespacevectoriel dedimension finie surℤ/𝑝ℤ.
Notons 𝑑 sa dimension.
En tant qu’espace vectoriel, 𝑘 est isomorphe à (ℤ/𝑝ℤ)𝑑 (par choix d’une base), donc |𝑘| = 𝑝𝑑.

2 Groupemultiplicatif d’un corps fini

Proposition 2.1. Soit 𝑘 un corps, et soit

𝜇(𝑘) = { 𝑥 ∈ 𝑘 / ∃𝑒 ∈ ℕ∗ 𝑥𝑒 = 1 }

le sous-groupe de 𝑘× formé des racines de l’unité. Alors tout sous-groupe fini de 𝜇(𝑘) est cyclique.

Démonstration. Soit𝐺 un sous-groupe fini de 𝜇(𝑘), d’ordre 𝑛.
Si 𝑑 > 0 est un entier divisant 𝑛, alors on a deux cas.

• Ou bien il n’existe pas d’élément 𝑥 ∈ 𝐺 d’ordre 𝑑.
• Ou bien il existe un 𝑥 ∈ 𝐺 d’ordre 𝑑. Il engendre alors un sous-groupe cyclique de𝐺, isomorphe
àℤ/𝑑ℤ. Celui-ci contient 𝜙(𝑑) éléments d’ordre 𝑑, où 𝜙 désigne la fonction indicatrice d’Euler.
D’autre part, les éléments de 𝜇(𝑘) dont l’ordre divise 𝑑 sont les racines de𝑋𝑑 − 1 dans 𝑘. Il y en a
donc au plus 𝑑, or le sous-groupe engendré par 𝑥 contient 𝑑 tels éléments, donc ce sous-groupe
contient tous les éléments de𝐺 dont l’ordre divise 𝑑. En particulier,𝐺 contient exactement𝜙(𝑑)
éléments d’ordre 𝑑.

En comptant les éléments de𝐺 selon leur ordre, on trouve donc

𝑛 = |𝐺| = 􏾜
𝑑∣𝑛
|{ 𝑥 ∈ 𝐺 / 𝑥 est d’ordre 𝑑 }|􏿋􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏿌􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏻰􏿍

=0 ou𝜙(𝑑)

⩽􏾜
𝑑∣𝑛
𝜙(𝑑).

Or, pour tout entier 𝑑 > 0divisant𝑛, le groupeℤ/𝑛ℤ contient𝜙(𝑑) éléments d’ordre𝑑 (car les éléments
dont l’ordre divise 𝑑 sont ceux du sous-groupe 𝑛

𝑑
ℤ/𝑛ℤ ≃ ℤ/𝑑ℤ), donc

􏾜
𝑑∣𝑛
𝜙(𝑑) = 𝑛.

On en déduit donc que pour tout entier 𝑑 > 0 divisant 𝑛, on a

|{ 𝑥 ∈ 𝐺 / 𝑥 est d’ordre 𝑑 }| = 𝜙(𝑑) > 0.

En particulier (avec 𝑑 = 𝑛), le groupe𝐺 contient un élément d’ordre 𝑛, donc il est cyclique.

Corollaire 2.2. Si 𝑘 est un corps fini, alors le groupe 𝑘× est cyclique.
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Démonstration. Si le corps 𝑘 a 𝑞 éléments, alors 𝑘× est un groupe d’ordre 𝑞 − 1, donc tous les éléments
de 𝑘× sont des racines (𝑞 − 1)-ièmes de l’unité, donc 𝑘× est un sous-groupe fini de 𝜇(𝑘)1, donc il est
cyclique.

Corollaire 2.3. Les extensions finies de corps finis sont monogènes.

Démonstration. Soit 𝑘′/𝑘 une extension finie de corps finis. Notons 𝛼 un générateur du groupe cy-
clique 𝑘′×, alors on a 𝑘′ = 𝑘[𝛼] = 𝑘(𝛼).

3 Théorie de Galois des corps finis

Proposition 3.1. Si 𝑘 est un corps de caractéristique 𝑝, alors l’application

𝜑∶
􏿼
𝑘 ⟶ 𝑘
𝑥 ⟼ 𝑥𝑝

est unmorphisme de corps, appelé le morphisme de Frobenius. Si 𝑘 est un corps fini, alors c’est un auto-
morphisme.

Démonstration. On a𝜑(𝑥𝑦) = 𝑥𝑝𝑦𝑝 = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) et𝜑(1) = 1𝑝 = 1. De plus,

𝜑(𝑥 + 𝑦) = (𝑥 + 𝑦)𝑝

=
𝑝
􏾜
𝑖=0
􏿶
𝑝

𝑖
􏿹𝑥𝑖𝑦𝑝−𝑖 par formule du binôme

= 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 car 􏿶
𝑝

𝑖
􏿹 ≡ 0 (mod 𝑝) si 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑝 − 1, et

𝑘 est de caractéristique 𝑝
= 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦).

L’application 𝜑 est donc un morphisme de corps. En particulier, elle est injective. Si 𝑘 est fini, elle est
donc bijective.

Si 𝑘′/𝑘 est une extension de corps finis, notons Gal(𝑘′/𝑘) le groupe des automorphismes 𝑘-linéaires2
de 𝑘′.
Si 𝑘 est un corps de caractéristique 𝑝, alors son sous-corps premier est ℤ/𝑝ℤ. Comme le sous-corps
premier est engendré (comme groupe) par 1, qui est fixe par tous les automorphismes, les éléments
du sous-corps premiers sont fixes par les automorphismes de 𝑘, donc Gal(𝑘/(ℤ/𝑝ℤ)) est le groupe des
automorphismes de 𝑘, et𝜑 ∈ Gal(𝑘/(ℤ/𝑝ℤ)).

Lemme 3.2. Si 𝑘 est un corps fini de caractéristique 𝑝, de cardinal 𝑞 = 𝑝𝑑, alors son automorphisme de
Frobenius𝜑 est d’ordre 𝑑.

1. Bien sûr, on a en fait 𝜇(𝑘) = 𝑘×.
2. Autrement dit, ce sont les automorphismes de 𝑘′ qui fixent les éléments du sous-corps 𝑘.
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Démonstration. Soit 𝑔 un générateur du groupe cyclique 𝑘×, et soit 𝑒 ∈ ℤ. Alors :

𝜑𝑒 = id⟺𝜑𝑒(𝑔) = 𝑔
⟺ 𝑔𝑝𝑒 = 𝑔
⟺ 𝑞 − 1 ∣ 𝑝𝑒 − 1 car 𝑔 est d’ordre |𝑘×| = 𝑞 − 1
⟺ 𝑑 ∣ 𝑒 car 𝑝 est d’ordre 𝑑 dansℤ/(𝑞 − 1)ℤ, puisque 1,

𝑝, 𝑝2, …, 𝑝𝑑−1 sont deux à deux distinct modu-
lo 𝑞−1 = 𝑝𝑑−1 > 𝑝𝑑−1, et 𝑝𝑑 ≡ 1 (mod 𝑞−1).

On en déduit la structure du groupe Gal(𝑘′/𝑘).

Proposition 3.3. Soit 𝑘′/𝑘 une extension de corps finis. Soient 𝑝 leur caractéristique, 𝑞 = |𝑘|, 𝑞′ = |𝑘′|,
𝑑 = [𝑘 ∶ ℤ/𝑝ℤ] et 𝑑′ = [𝑘′ ∶ ℤ/𝑝ℤ], de sorte que 𝑞 = 𝑝𝑑, 𝑞′ = 𝑝𝑑′ et 𝑑′

𝑑
= [𝑘′ ∶ 𝑘]. Soit𝜑∶ 𝑘′ → 𝑘′ l’auto-

morphisme de Frobenius. Alors Gal(𝑘′/𝑘) est un groupe cyclique, d’ordre [𝑘′ ∶ 𝑘], engendré par 𝜑𝑞 = 𝜑𝑑

(que l’on appelle parfois le morphisme de Frobenius relatif).

Démonstration. D’après le lemme 3.2, 𝜑𝑞|𝑘 = id𝑘, donc 𝜑𝑞 ∈ Gal(𝑘′/𝑘). De plus, 𝜑 est d’ordre 𝑑′ (dans
le groupe des automorphismes de 𝑘′) et 𝑑 ∣ 𝑑′, donc𝜑𝑞 est d’ordre

𝑑′

𝑑
.

Soit 𝛼 ∈ 𝑘′ tel que 𝑘′ = 𝑘(𝛼). L’application

􏿼
Gal(𝑘′/𝑘) ⟶ 𝑘′

𝜎 ⟼ 𝜎(𝑔)

est injective. En effet, si 𝜎0(𝛼) = 𝜎1(𝛼), alors (𝜎−11 𝜎0)(𝛼) = 𝛼, donc 𝜎−11 𝜎0 = id𝑘′ (puisque 𝑘′ = 𝑘[𝛼]),
donc 𝜎0 = 𝜎1. Soit 𝑄 ∈ 𝑘[𝑋] le polynôme minimal de 𝛼, alors l’image de l’application 𝜎 ↦ 𝜎(𝑔)
est contenue dans l’ensemble des racines de 𝑄 (puisque 𝑄(𝜎(𝛼)) = 𝜎(𝑄(𝛼)) = 𝜎(0) = 0), donc
|Gal(𝑘′/𝑘)| ⩽ deg𝑄 ⩽ [𝑘′ ∶ 𝑘] = 𝑑′

𝑑
.

Comme Gal(𝑘′/𝑘) contient un élément d’ordre 𝑑′

𝑑
, on en déduit qu’il est cyclique, d’ordre 𝑑′

𝑑
, engendré

par𝜑𝑞.

Lemme 3.4. Soit 𝑘′/𝑘 une extension de corps finis. Si𝐻 est un sous-groupe de Gal(𝑘′/𝑘), et si 𝑘′𝐻 est le
sous-corps de 𝑘′ formé des éléments de 𝑘′ fixes sous l’action de𝐻, alors on a [𝑘′ ∶ 𝑘′𝐻] = |𝐻|.

Démonstration. Notons que𝐻 ⊆ Gal(𝑘′ ∶ 𝑘′𝐻). D’après la proposition 3.3, on a donc |𝐻| ⩽ [𝑘′ ∶ 𝑘′𝐻].
Soit 𝛼 ∈ 𝑘′ tel que 𝑘′ = 𝑘[𝛼]. On a alors 𝑘′ = 𝑘′𝐻[𝛼]. Le polynôme

􏾟
𝜎∈𝐻

(𝑋 − 𝜎(𝛼))

est à coefficients dans 𝑘′𝐻 car les polynômes symétriques en les𝜎(𝛼) sont fixes sous l’action de𝐻. C’est
un polynôme annulateur de 𝛼, de degré |𝐻|, donc [𝑘′ ∶ 𝑘′𝐻] ⩽ |𝐻|, d’où l’égalité.

Le théorème suivant est la correspondance de Galois dans le cadre des corps finis.
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Proposition 3.5. Soit 𝑘′/𝑘une extension de corps finis. Alors l’ensemble𝔎des extensions intermédiaires
entre 𝑘 et 𝑘′ est en bijection avec l’ensemble𝔊 des sous-groupes de Gal(𝑘′/𝑘), par les deux applications
inverses l’une de l’autre :

􏿼
𝔎 ⟶ 𝔊
𝜅 ⟼ Gal(𝑘′/𝜅)

et
􏿼
𝔊 ⟶ 𝔎
𝐻 ⟼ 𝑘′𝐻

.

Démonstration. Si 𝜅 ∈ 𝔎, on a 𝜅 ⊆ 𝑘′Gal(𝑘
′/𝜅), or le lemme 3.4 et la proposition 3.3 donnent

􏿮𝑘′ ∶ 𝑘′Gal(𝑘
′/𝜅)􏿱 = |Gal(𝑘′/𝜅)| = [𝑘′ ∶ 𝜅],

donc 𝜅 = 𝑘′Gal(𝑘
′/𝜅).

Si𝐻 ∈ 𝔊, on a𝐻 ⊆ Gal(𝑘′/𝑘′𝐻), et la proposition 3.3 et le lemme 3.4 donnent

􏿗Gal 􏿴𝑘′􏿓𝑘′𝐻􏿷􏿗 = 􏿮𝑘′ ∶ 𝑘′𝐻􏿱 = |𝐻|,

donc𝐻 = Gal(𝑘′/𝑘′𝐻).

Corollaire 3.6. Si 𝑘′/𝑘 est une extension de corps finis, alors pour tout diviseur 𝑑 de [𝑘′ ∶ 𝑘] il existe un
unique sous-corps 𝜅 de 𝑘′ contenant 𝑘 tel que [𝜅 ∶ 𝑘] = 𝑑

Démonstration. D’après la proposition 3.5, cela revient à montrer que le groupe cyclique Gal(𝑘′/𝑘),
qui est d’ordre [𝑘′ ∶ 𝑘], a un unique sous-groupe d’indice 𝑑, ce qui est vrai (c’est le sous-groupe des
multiples de 𝑑).

4 Existence et unicité

Proposition4.1. Si𝑝est unnombrepremier et si𝑚 > 0est unentier, il existeun corps fini de cardinal𝑝𝑚,
et celui-ci est unique à isomorphisme près.

Démonstration. Notons 𝑞 = 𝑝𝑚. Soit 𝑘 un corps de décomposition du polynôme𝑋𝑞 − 𝑋 ∈ (ℤ/𝑝ℤ)[𝑋]
surℤ/𝑝ℤ, et soit𝜑∶ 𝑥 ↦ 𝑥𝑝 le morphisme de Frobenius (absolu) de 𝑘.
Notons 𝜅 le sous-corps de 𝑘 formé des éléments fixés par 𝜑𝑚. Alors 𝜑𝑚 est trivial dans Gal(𝜅/(ℤ/𝑝ℤ)),
qui est cyclique, engendré par 𝜑, d’ordre [𝜅 ∶ ℤ/𝑝ℤ], d’après la proposition 3.3. On trouve donc que
[𝜅 ∶ ℤ/𝑝ℤ] ∣ 𝑚, et donc |𝜅| ⩽ 𝑞.
D’autre part, les racines dans 𝑘′ du polynôme𝑋𝑞 − 𝑋 sont par définition fixes par 𝜑𝑚, donc elles sont
dans 𝜅. Or ce polynôme est scindé sur 𝑘 (par définition de 𝑘), et à racines simples car il est premier à sa
dérivée (qui est −1). On a donc || ⩾ 𝑞, donc |𝜅| = 𝑞. Il existe donc un corps à 𝑞 éléments.
Comme le polynôme𝑋𝑞 − 𝑋 est scindé sur 𝜅, par minimalité du corps de décomposition, on a 𝑘 = 𝜅.
Si 𝑘′ est un corps à 𝑞 éléments, ses éléments sont tous fixes par 𝑥 ↦ 𝑥𝑞 (par le lemme 3.2), i.e. ils
sont tous racines du polynôme 𝑋𝑞 − 𝑋 ∈ (ℤ/𝑝ℤ)[𝑋]. Donc ce polynôme est scindé sur 𝑘′, et comme
l’ensemble de ses racines engendre (et est même égal à) 𝑘′, le corps 𝑘′ est un corps de décomposition
de𝑋𝑞 − 𝑋. Par unicité à isomorphisme près du corps de décomposition, on en déduit que 𝑘 et 𝑘′ sont
isomorphes.

On note usuellement𝔽𝑞 « le » corps à 𝑞 éléments, pour 𝑞 une puissance d’un nombre premier.

En général3, il n’y a pas unicité de l’isomorphisme entre deux corps finis de même cardinal.

3. Il y a unicité si et seulement si ce cardinal est premier.
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Corollaire 4.2. Pour tout corps fini 𝑘 et tout entier 𝑑 > 0, il existe un polynôme𝑄 ∈ 𝑘[𝑋] irréductible
sur 𝑘 de degré 𝑑.

Démonstration. D’après la proposition 4.1, il existe un corps 𝑘′ à |𝑘|𝑑 éléments. D’après le corollaire 3.6,
𝑘′ contient un sous-corps à |𝑘| éléments, et d’après la proposition 4.1, celui-ci est isomorphe à 𝑘. Quitte
à les identifier, on peut voir 𝑘′ comme une extension de 𝑘.
Soit 𝛼 ∈ 𝑘′ tel que 𝑘′ = 𝑘[𝛼] (cf. corollaire 2.3), et soit𝑄 ∈ 𝑘[𝑋] le polynômeminimal de 𝛼 sur 𝑘. Alors
𝑄 est irréductible sur 𝑘, et deg𝑄 = [𝑘′ ∶ 𝑘] = 𝑑.

5 Factorisation de𝑋𝑞𝑚 − 𝑋

Le polynôme𝑋𝑞𝑚 − 𝑋 ∈ 𝔽𝑞[𝑋] est premier à sa dérivée −1. Il est donc sans facteur carré, et il suffit de
connaître ses diviseurs irréductibles pour en déduire sa factorisation.
Soit𝑄 ∈ 𝔽𝑞[𝑋] un polynôme irréductible, et soit 𝑘 = 𝔽𝑞[𝑋]/(𝑄(𝑋)). On note 𝛼 la classe de𝑋 dans 𝑘.

𝑄 ∣ (𝑋𝑞𝑚 − 𝑋)⟺ 𝛼𝑞𝑚 − 𝛼 = 0
⟺ 𝜑𝑚

𝑞 (𝛼) = 𝛼
⟺ 𝜑𝑚

𝑞 est l’identité sur 𝔽𝑞[𝛼] car𝜑𝑞 est unmorphisme de𝔽𝑞-algèbres

⟺𝜑𝑚
𝑞 = id𝑘 car 𝑘 = 𝔽𝑞[𝛼]

⟺ 𝜑𝑚
𝑞 = 1 dans le groupe Gal(𝑘/𝔽𝑞)

⟺ deg(𝑄) ∣ 𝑚 car𝜑𝑞 est d’ordre [𝑘 ∶ 𝔽𝑞] = deg(𝑄).

On a donc :
𝑋𝑞𝑚 − 𝑋 = 􏾟

𝑄∈𝔽𝑞[𝑋]
𝑄 unitaire irréductible

deg(𝑄)∣𝑚

𝑄.

6 Carrés dans les corps finis
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