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Préparation à l’agrégation

Loi de réciprocité quadratique

Exercice 1

Dans cet exercice, 𝑝 et 𝑞 désignent deux nombres premiers impairs distincts. On rappelle
que le symbole de Legendre (u�

u� ) (pour 𝑎 ∈ ℤ) est défini par :

(𝑎
𝑝

) =
⎧{
⎨{⎩

1 si 𝑎 est un carré dans 𝔽×
u� ,

−1 si 𝑎 n’est pas un carré dans 𝔽u�,
0 si 𝑎 est multiple de 𝑝.

1. Montrer que (−1
u� ) = (−1) u�−1

2 .
2. Montrer que si 𝑔 ∈ ℤ engendre le groupe 𝔽×

u� , alors ( u�
u�) = −1.

3. En déduire que (u�
u� ), pour 𝑎 ∈ ℤ premier à 𝑝, est la signature de la multiplication

par 𝑎 dans 𝔽u�.
4. En comptant les couples (𝑖, 𝑗) tels que 𝑖 < 𝑗 et 𝜎(𝑖) > 𝜎(𝑗), avec 𝜎 la permutation

de 0, …, 𝑝 − 1 donnée par la multiplication par 2 modulo 𝑝, en déduire que

(2
𝑝

) = {1 si 𝑝 ≡ ±1 (mod 8),
−1 si 𝑝 ≡ ±3 (mod 8).

5. Soit 𝑘 un corps de caractéristique différente de 𝑝, qui contient une racine 𝑝-ième
primitive de l’unité. Montrer le groupe (𝜇u�(𝑘), ×) des racines 𝑝-ièmes de l’unité
dans 𝑘 est isomorphe à (𝔽u�, +).

6. En déduire que si 𝑘 est un corps de décomposition de 𝑋u� − 1 sur 𝔽u�, alors ( u�
u�) est

la signature de la restriction du morphisme de Frobenius à 𝜇u�(𝑘).
7. Soit 𝑄 ∈ 𝔽u�[𝑋] un polynôme unitaire de degré 𝑛, que l’on suppose scindé sur 𝑘 :

𝑄(𝑋) = ∏u�−1
u�=0 (𝑋 − 𝜃u�) avec 𝜃u� ∈ 𝑘. Rappelons que le discriminant de 𝑄 est

disc(𝑄) = ( ∏
0⩽u�<u�<u�

(𝜃u� − 𝜃u�))
2

.

Montrer que disc(𝑄) ∈ 𝔽u�. (Indication : commencer par montrer que c’est un poly-
nôme symétrique à coefficients entiers en les 𝜃u�).

8. Montrer que

disc(𝑄) = (−1)
u�(u�−1)

2

u�−1
∏
u�=0

𝑄′(𝜃u�)

et calculer disc(𝑋u� − 1).
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9. On pose désormais 𝑄(𝑋) = 𝑋u� − 1, de sorte que 𝜇u�(𝑘) = {𝜃u� ; 0 ⩽ 𝑖 < 𝑝}. Soit
𝛿 = ∏0⩽u�<u�<u�(𝜃u� − 𝜃u�) ∈ 𝑘. Montrer que 𝔽u�(𝛿) est une extension de degré 1 ou 2
de 𝔽u�.

10. Notons 𝜑 le morphisme de Frobenius de 𝑘. Montrer que 𝜑(𝛿) = ( u�
u�) 𝛿.

11. En déduire que 𝛿 ∈ 𝔽u� si et seulement si ( u�
u�) = 1.

12. Montrer que 𝛿 ∈ 𝔽u� si et seulement si disc(𝑄) est un carré dans 𝔽u�. En déduire que
( u�

u�) = (disc(u�)
u� ).

13. Montrer que
(𝑝

𝑞
) (𝑞

𝑝
) = (−1)

(u�−1)(u�−1)
4 .

14. Montrer que si 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, alors (1 + 2𝑥)(1 + 2𝑦) ≡ 1 + 2(𝑥 + 𝑦) (mod 4). En déduire
que l’application

{ (1 + 2ℤ, ×) ⟶ (ℤ/2ℤ, +)
𝑛 ⟼ u�−1

2

est un morphisme de groupes.
15. Rappelons que si 𝑛 > 0 est un entier impair, et si 𝑛 = ∏u�∈u� 𝑝u� est sa factorisation

(avec 𝑝u� premiers non nécessairement distincts), alors le symbole de Jacobi ( u�
u�) (pour

𝑎 ∈ ℤ) est défini par
( 𝑎

𝑛
) = ∏

u�∈u�
( 𝑎

𝑝u�
) .

Montrer que si 𝑚 et 𝑛 sont deux entiers positifs impairs premiers entre eux, alors

(𝑚
𝑛

) ( 𝑛
𝑚

) = (−1)
(u�−1)(u�−1)

4 .
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