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Préparation à l’agrégation

TP Tests de primalité et factorisation

On rappelle que Zmod(n) en Sage fournit un objet correspondant à l’anneau ℤ/𝑛ℤ. Les
pages suivantes dans le manuel de référence montrent comment l’utiliser :
• Ring ℤ/𝑛ℤ of integers modulo 𝑛 — http://goo.gl/ZFtrvS
• Elements of ℤ/𝑛ℤ — http://goo.gl/MCBNSe

Rappelons aussi qu’il est recommandé d’utiliser les fonctions et méthodes de Sage plutôt
que de les reprogrammer soi-même (sauf pour l’algorithme qui est l’objet de la question).
Les questions et exercices marquées du symbole ‡ pourront être laissés de côté dans un
premier temps.

Tests de (non-)primalité

Exercice 1 : Test de Fermat

Le test de Fermat en base 𝑎 ∈ ℤ appliqué à l’entier 𝑛 ⩾ 2 consiste à vérifier que si 𝑎 est
premier à 𝑛 alors 𝑎u�−1 ≡ 1 (mod 𝑛).
Un entier non premier qui vérifie le test de Fermat en base 𝑎 est dit pseudo-premier en
base 𝑎.
1. Programmer le test de Fermat (on pourra, au choix, reprogrammer l’exponentiation

modulaire par exponentiation rapide). Quelle est sa complexité, en nombre d’opé-
rations sur les entiers de taille arbitraire, puis en nombre d’opération élémentaires ?

2. Donner la liste des pseudo-premiers en base 2 inférieurs à 104.
3. Parmi ces entiers, lesquels sont aussi pseudo-premiers en base 3 ?
4. On dit qu’en entier 𝑛 ⩾ 2 est un nombre de Carmichael s’il est pseudo-premier

en toutes les bases 𝑎 premières à 𝑛. Donner la liste des nombres de Carmichael
inférieurs à 104.

5. ‡ Montrer que si 𝑛 est un nombre de Carmichael, alors :
• il est sans facteur carré ;
• si 𝑝 est un diviseur premier de 𝑛, alors 𝑝 − 1 ∣ 𝑛 − 1 ;
• 𝑛 a au moins trois facteurs premiers distincts.

6. Notons 𝐹u� l’ensemble des entiers 1 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑛 − 1 premiers à 𝑛 tels que 𝑛 soit pseudo-
premier en base 𝑎.
• Montrer que 𝐹u� est un sous-groupe de (ℤ/𝑛ℤ)×.
• Montrer que si 𝑛 n’est pas un nombre de Carmichael, alors |𝐹u�| ⩽ u�(u�)

2 , où
𝜑(𝑛) = |(ℤ/𝑛ℤ)×|.

• Représenter sur un graphique les points de coordonnées (𝑛, |u�u�|
u�(u�)) pour 𝑛 entier

non premier compris entre 2 et 103.
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7. Peut-on avoir une certitude pratique concernant la primalité d’un entier en faisant
quelques dizaines de tests de Fermat en des bases choisies au hasard ?

Exercice 2 : ‡ Test de Solovay-Strassen

1. Programmer le test de Solovay-Strassen. Quelle est sa complexité ?
2. Notons 𝑁u� le plus petit nombre de Carmichael. Quels sont les entiers 1 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑁u� −1

premiers à 𝑁u� tels que 𝑁u� soit pseudo-premier d’Euler-Jacobi en base 𝑎 (i.e. tel que
𝑎

u�u�−1
2 ≡ ( u�

u�u�
) (mod 𝑁u�)) ?

3. Notons 𝐸u� l’ensemble des entiers 1 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑛 − 1 premiers à 𝑛 tels que 𝑛 soit
pseudo-premier d’Euler-Jacobi en base 𝑎. Représenter sur un graphique les points
de coordonnées (𝑛, |u�u�|

u�(u�)) pour 𝑛 entier non premier compris entre 2 et 103. Comparer
au majorant connu de |u�u�|

u�(u�) .

Exercice 3 : Test de Rabin-Miller

1. Programmer le test de Rabin-Miller. Quelle est sa complexité ?
2. Notons 𝑁u� le plus petit nombre de Carmichael. Quels sont les entiers 1 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑁u� −1

premiers à 𝑁u� tels que 𝑁u� soit pseudo-premier fort en base 𝑎 (i.e. le test de Rabin-
Miller en base 𝑎 ne détecte pas que 𝑁u� n’est pas premier) ?

3. Donner la liste des pseudo-premiers forts en base 2 compris entre 2 et 104. Quels
sont ceux qui sont aussi pseudo-premiers en base 3 ?

4. Notons 𝑀u� l’ensemble des entiers 1 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑛−1 premiers à 𝑛 tels que 𝑛 soit pseudo-
premier fort en base 𝑎. Représenter sur un graphique les points de coordonnées
(𝑛, |u�u�|

u�(u�) ) pour 𝑛 entier non premier compris entre 2 et 103. Comparer au majorant
connu de |u�u�|

u�(u�) .
5. Montrer que 𝑀u� n’est pas forcément un sous-groupe de (ℤ/𝑛ℤ)×.

Exercice 4 : ‡ Test de Pocklington-Lehmer

Rappelons que le test de Pocklington-Lehmer s’appuie sur le théorème suivant : si 𝑛 ⩾ 2
est un entier, et si 𝑛 − 1 = ∏ 𝑝u�u�

u� avec 𝑝u� premiers deux à deux distincts et 𝑣u� ⩾ 1, alors
𝑛 est premier si et seulement si pour chaque indice 𝑖 il existe un entier 2 ⩽ 𝑎u� ⩽ 𝑛 − 1
tel les deux propriétés suivantes soient vérifiées :
• 𝑎u�−1

u� ≡ 1 (mod 𝑛) ;
• 𝑎

u�−1
u�u�

u� − 1 est premier à 𝑛.
1. Programmer le test de Pocklington-Lehmer.
2. ‡ Un certificat de primalité est un ensemble de données permettant de montrer

rapidement (en temps polynomial, en particulier) qu’un nombre est premier. Par
exemple, si l’on utilise le test de Pocklington-Lehmer récursivement pour montrer
que les 𝑝u� sont premiers (quand 𝑝u� > 100, par exemple), alors la donnée des factori-
sations 𝑛 − 1 = ∏ 𝑝u�u�

u� et des entiers 𝑎u� utilisés constituent un certificat de primalité.
Programmer un test de Pocklington-Lehmer qui fournit un tel certificat de primali-
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té, programmer la vérification d’un certificat de primalité. Quelle est la complexité
de la vérification ?

Initiation à la factorisation d’entiers
Exercice 5 : ‡ Méthode de Fermat

Commençons par observer que les équations

𝑛 = 𝑥2 − 𝑦2 = (𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦) et 𝑛 = 𝑝𝑞 = (𝑝 + 𝑞
2

)
2

− (𝑝 − 𝑞
2

)
2

décrivent une bijection entre les factorisations de 𝑛 et les représentations de 𝑛 comme
différences de deux carrés.
De cette observation découle un premier algorithme (dû à Fermat) consistant à tester
pour 𝑥 = ⌈

√
𝑛⌉, ⌈

√
𝑛⌉+1, … si 𝑥2 −𝑛 est un carré parfait. Si on trouve un tel carré alors

on a factorisé 𝑛. Cet algorithme fonctionne bien si 𝑛 = 𝑝𝑞 avec |𝑝 − 𝑞| petit.
1. Programmer la méthode de Fermat et la tester.
2. Quelle est sa complexité ?

Exercice 6 : Méthode de Pollard

Rappelons la méthode : on définit une suite (𝑢u�) par 𝑢0 = 1 (valeur choisie arbitrai-
rement) et 𝑢u�+1 = 𝑢2

u� + 1 (mod 𝑛) (ou plus généralement 𝑢u�+1 = 𝑢2
u� + 𝑎 (mod 𝑛)

pour un petit entier 𝑎, en évitant les cas particuliers 𝑎 = 0 et 𝑎 = −2). On calcule alors
simultanément les suites (𝑢u�) et (𝑢2u�) (sans garder en mémoire les autres termes de la
suite !), en testant si le PGCD de 𝑢u� − 𝑢2u� et 𝑛 est non trivial. Sur la base d’aguments
heuristiques, on espère que cela se produise pour 𝑚 = 𝑂(𝑝1/2), où 𝑝 est le plus petit
diviseur premier de 𝑛.
Programmer cet algorithme et l’utiliser pour factoriser 2103 − 1. Comparer avec la mé-
thode de factorisation élémentaire par essais de divisions.

Exercice 7 : Méthode de Dixon

L’idée de la méthode de Dixon consiste à choisir des entiers 𝑏 au hasard et espérer que
𝑏2 (mod 𝑛) soit un produit de petits nombres premiers. Avec un nombre suffisant de
relations, on peut ensuite obtenir une congruence 𝑠2 ≡ 𝑡2 (mod 𝑛) et espérer que le
PGCD de 𝑠 ± 𝑡 avec 𝑛 soit non trivial.

Exemple : Prenons 𝑛 = 2183. Supposons que l’on ait trouvé les relations de congruence

4532 ≡ 7 (mod 𝑛), 10142 ≡ 3 (mod 𝑛), 2092 ≡ 21 (mod 𝑛).

Alors on obtient (453 × 1014 × 209)2 ≡ 212 (mod 𝑛), donc 6872 ≡ 212 (mod 𝑛). On en
déduit les facteurs suivants de 𝑛 : gcd(687 − 21, 𝑛) = 37 et gcd(687 + 21, 𝑛) = 59.
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On se donne une borne 𝐵 et on note 𝒫 = {𝑝1, … , 𝑝u�} l’ensemble des nombres premiers
inférieurs à 𝐵.
On construit un ensemble 𝒜 de couples (𝑏(u�), 𝑣(u�)) pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟 + 1 où (𝑏(u�))2 (mod 𝑛)
se factorise en produit de nombres premiers inférieurs à 𝐵 :

(𝑏(u�))2 ≡ 𝑝u�(u�)
1

1 ⋯ 𝑝u�(u�)
u�

u� (mod 𝑛) et 𝑣(u�) = (𝑣(u�)
1 , … , 𝑣(u�)

u� ) ∈ ℕu�.

On cherche un sous-ensemble d’indices 𝐽 ⊆ {1, … , 𝑟 + 1} tel que les sommes ∑u�∈u� 𝑣(u�)
u�

soient paires (pour tout 𝑖). Notons 2𝑤u� cette somme et 𝑤 = (𝑤1, … , 𝑤u�). On a alors

(∏
u�∈u�

𝑏(u�))
2

≡ (𝑝u�1
1 ⋯ 𝑝u�u�u� )2 (mod 𝑛).

Pour trouver l’ensemble ℬ, on cherche un élément non nul 𝑢 dans le noyau de la matrice
dont les colonnes sont les réductions modulo 2 des vecteurs 𝑣(u�), 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟+1. (Pourquoi
un tel 𝑢 existe-t-il nécessairement ?)
Posons 𝑠 = ∏u�∈u� 𝑏(u�) et 𝑡 = 𝑝u�1

1 ⋯ 𝑝u�u�u� , alors 𝑠2 ≡ 𝑡2 (mod 𝑛). Si gcd(𝑠 + 𝑡, 𝑛) ∈ {1, 𝑛},
on recommence avec un nouvel ensemble 𝒜.

Exemple, avec 𝑛 = 2183 et 𝐵 = 7 :
1. 𝒫 = {2, 3, 5, 7}
2. 𝒜 contient les couples suivants : (453, (0, 0, 0, 1)), (1014, (0, 1, 0, 0)), (209, (0, 1, 0, 1)),

(1556, (0, 3, 0, 1)), (1881, (0, 5, 0, 1))

3. On cherche un élément non nul dans le noyau de la matrice
⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0 0
0 1 1 3 5
0 0 0 0 0
1 0 1 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

à

coefficients dans 𝔽2 : (1, 1, 1, 0, 0) est un tel élément.
4. 𝑠 = 453 × 1014 × 209 ≡ 687 (mod 𝑛)
5. 𝑤 = (0, 1, 0, 1) et 𝑡 = 20 × 31 × 50 × 71 = 21
6. gcd(𝑠 + 𝑡, 𝑛) = 59.

Programmer la méthode de Dixon et la tester.
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