Licence 3 — Mathématiques 2015-2016

% Géométrie euclidienne et isométries

Examen (session de décembre) : 2 heures.

Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés.

Rappel concernant les notations : Soit & est un espace affine euclidien de direction E. Si 7, v’ sont
deux vecteurs de E, on note - v leur produit scalaire. Si A, B sont des points de &, on désigne par
AB la norme euclidienne du vecteur défini par le bipoint (4, B) i.e.

AB :=|[AB||.

-
Si f: & — Z estune application affine, on note f son application linéaire associée.

Exercice 1

Soit & un espace affine de direction E.
1 Rappeler la définition d’'un sous-espace affine % de &.

2 Soit f : & — & une application affine. On suppose qu’il existe A € & tel que f(A)= A. Montrer que
I'ensemble & :={M € & : f(M)= M} est un sous-espace affine de &.

Exercice 2

Soient E un espace vectoriel euclidien et F un sous-espace vectoriel de E.
1 Rappeler la définition de 'orthogonal F de F dans E.
2 Soit¢ : E — E uneisométrie de E telle que ¢(F) C F. Montrer que ¢(F) = F puis que ¢(F+)C F*.

Exercice 3

On se donne un espace vectoriel euclidien E de dimension 2 et une base orthomormée %8 =
{e e} de E.
1 Déterminer la matrice dans la base 9 de la symétrie orthogonale s par rapport a la droite
vectorielle engendrée par le vecteur U=e +2¢,.
2 On considere la rotation vectorielle p de matrice dans la base % :
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Déterminer la matrice, dans la base 98, de la symétrie orthogonale par rapport a une droite s’ telle
quep =s’os.
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Exercice 4

Soit & un plan affine euclidien de direction E. Si M € & et & est une droite affine de &, on rappelle
que la distance du point M ala droite 2 est le réel positif d(M, 2)=inf{M N : N € 9}.

On fixe une droite affine A de & et des points A,,..., A, de &. On se propose de déterminer parmi
les droites 2, paralleles a A, celles qui minimisent la quantité

zn:d(Ai,@)z.
i=1

Dans la suite, on note D le sous-espace vectoriel de E qui dirige A. On fixe un vecteur # de E tel que
7|l =1 et it € DL. On suppose que Z est une droite affine parallele 2 A. On note A un point de .
1 Soient M € & et P le projeté orthogonal de M sur 2. Montrer que d(M, %)= M P, en déduire que

d(M, 7y =(AM 1) .

2 Soit G l'isobarycentre des points A,,..., A, (i.e. le barycentre des points A;,..., A, affectés de
coefficients égaux non nuls). Montrer que
n —_— 2 — 2 n —_— 2
Z(AA,- . u) = n(AG . u) +Z(GA,- . u) .
i=1

i=1

3 Endéduire que > d(A;, 2)* est minimum lorsque % contient G.

Exercice 5

Soient & un espace affine euclidien de dimension 3 et & une droite affine de §. On note respective-
ment E et D les directions de & et 2. On considére un vissage de & d’axe &, c’est a dire une isométrie
affine v de & qui est la composée, v =t o r, d'une rotation r d’axe 2 et d'une translation ¢ de vecteur
wWeD.

- .
1 Montrer que pour tout M € &, le vecteur M r(M) est orthogonal a D.
2  Montrer que pour tout M €& :

Mv(M)=Mr(M)+u© et Mv(MP=Mr(M?+|u|>

_
3 Endéduire que Z est'ensemble des points M de & tels que M v(M) appartienne a D et que c’est
également I'ensemble des points M de & minimisant la distance M v(M).



