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Géométrie et isométries

Interrogation 1

Durée de l’interrogation : 1h.
Les documents, calculatrices, ordinateurs, téléphones portables et montres connectées
sont interdits.
La clarté et la précision de la rédaction seront prises en compte dans la note.

Exercice 1

Énoncer et démontrer l’inégalité de Minkowski (dans un espace vectoriel euclidien).
• Toutes les hypothèses, y compris la nature des espaces où se trouvent les variables,

doivent être explicitées.
• Les cas d’égalité doivent être énoncés et démontés.
• Si l’inégalité de Cauchy-Schwarz est utilisée, elle doit aussi être démontrée.

Exercice 2

On considère l’espace vectoriel 𝐸 = ℝ3 muni du produit scalaire usuel. Soit 𝑣 = (1, 2, 2).
1. Si 𝑥 ∈ 𝐸, montrer qu’il existe un unique vecteur 𝜋(𝑥) ∈ ℝ𝑣 tel que 𝑥 − 𝜋(𝑥) soit

orthogonal à 𝑣.
2. Montrer que l’application

𝜎 ∶ { 𝐸 ⟶ 𝐸
𝑥 ⟼ 2𝜋(𝑥) − 𝑥

est une isométrie vectorielle.
3. Montrer que l’application 𝜎 est une involution, i.e. 𝜎 ∘ 𝜎 = idu�.
4. Écrire la matrice de l’application 𝜎 dans la base canonique.
5. Donner une base orthonormée de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝜎 est sous forme

normale et écrire cette matrice.
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