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Exercice 1

Soit & un espace affine de direction E. Soit F un sous-espace affine de &£, de direction F',
et soit F’ un supplémentaire de F' dans E.

Question 1

Rappeler la définition de I'application « projection sur F parallelement a F” ».

Soit P € &. Montrons que l'intersection des sous-espaces affines F et P + F’ est un
singleton.

Soit O € F. Pour tout Q € F, on a:

QeP+F << JuecF" Q=P-—u
—JueF 0Q=0P—u
<= J(u,v) € F' x F 0Q=vAOP=u+v
= J(u,v) e F'xF OP=u+vAQ=0+v.

Par hypothese, on a F = F’ @ F, donc il existe un unique couple (up,vp) € F' x F tel
que OP = ugp + vgp, donc

{QeF /QeP+TIF"}={0+vsp}

donc F N (P +F') = {0 +v5p}-

Notons 7(P) I'unique élément de F N(P+F’), c’est-a-dire le point O+vgp. Ceci définit
une application

T E — T
P +— W(P)Cl:efO—i—vaﬁ

qui est appelée la projection sur F parallelement a F”.
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Question 2

Démontrer que cette application est affine.

Notons w: E — F la projection vectorielle sur F parallélement & F’, i.e. Papplication
x — v, avec les notations de la question précédente. On a alors :

VP e & 7(P)=0+w(OP)

d’apres la réponse a la question précédente.

Soient Py, P, € £. On a:

7(Py) 7(P,) = w(OP,) — w(OP,) car w(Py) = O + w(OF,) et
m(P) =0+ w(0OP)

= w(OP, — OF,) par linéarité de w
=w(P,Py) par relation de Chasles.

L’application w est bien linéaire, donc ’application 7 est affine, de partie linéaire wo.

Exercice 2

Soit £ un espace affine, et soit s: £ — £ une application affine involutive.

Question 1

Montrer que s a au moins un point fixe.

Soit P € & et soit O = Bar ((P, 1), (s(P), 1)) 'isobarycentre de P et s(P). On a alors :

s(0) = s (Bar ((P, 1), (s(P),1)))
= Bar ((s(P), 1),
= Bar ((s(P), 1),
= O,

s(s(P)),1))  car 'application s est affine
P,1)) car s(s(P)) = P puisque s est involutive

donc le point O est fixe par I'application s donc s a au moins un point fixe.
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Question 2

Montrer que si s a exactement un point fixe, alors c¢’est une homothétie de rapport —1
(dont on précisera le centre).

Notons €) I'unique point fixe de s. D’apres la réponse a la question précédente, pour
tout point P € £ on a
Bar (P, 1), (s(P),1)) = Q

puisque ce barycentre est un point fixe de s. On a donc

QP +Qs(P)=0

par définition du barycentre, donc Q s(P) = —QP, donc s(P) = Q —QP. Cette derniére
égalité étant vraie pour tout point P, on trouve que s est I’homothétie de centre € et
de rapport —1.



