
L3 2015–2016

Géométrie et isométries

Corrigé de l’interrogation 2

Exercice 1

Soit ℰ un espace affine de direction 𝐸. Soit ℱ un sous-espace affine de ℰ, de direction 𝐹 ,
et soit 𝐹 ′ un supplémentaire de 𝐹 dans 𝐸.

Question 1

Rappeler la définition de l’application « projection sur ℱ parallèlement à 𝐹 ′ ».

Soit 𝑃 ∈ ℰ. Montrons que l’intersection des sous-espaces affines ℱ et 𝑃 + 𝐹 ′ est un
singleton.
Soit 𝑂 ∈ ℱ. Pour tout 𝑄 ∈ ℱ, on a :

𝑄 ∈ 𝑃 + 𝐹 ′ ⟺ ∃𝑢 ∈ 𝐹 ′ 𝑄 = 𝑃 − 𝑢
⟺ ∃𝑢 ∈ 𝐹 ′ ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗𝑂𝑄 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 − 𝑢
⟺ ∃(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 ′ × 𝐹 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗𝑂𝑄 = 𝑣 ∧ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 = 𝑢 + 𝑣
⟺ ∃(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 ′ × 𝐹 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 = 𝑢 + 𝑣 ∧ 𝑄 = 𝑂 + 𝑣.

Par hypothèse, on a 𝐸 = 𝐹 ′ ⊕ 𝐹 , donc il existe un unique couple (𝑢u� , 𝑣u� ) ∈ 𝐹 ′ × 𝐹 tel
que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 = 𝑢 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗u�u� + 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗u�u� , donc

{ 𝑄 ∈ ℱ / 𝑄 ∈ 𝑃 + 𝐹 ′ } = {𝑂 + 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗u�u� },

donc ℱ ∩ (𝑃 + 𝐹 ′) = {𝑂 + 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗u�u� }.
Notons 𝜋(𝑃) l’unique élément de ℱ∩(𝑃 +𝐹 ′), c’est-à-dire le point 𝑂+𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗u�u� . Ceci définit
une application

𝜋 ∶
{

ℰ ⟶ ℱ
𝑃 ⟼ 𝜋(𝑃) déf= 𝑂 + 𝑣 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗u�u�

qui est appelée la projection sur ℱ parallèlement à 𝐹 ′.
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Question 2

Démontrer que cette application est affine.

Notons 𝜛∶ 𝐸 → 𝐹 la projection vectorielle sur 𝐹 parallèlement à 𝐹 ′, i.e. l’application
𝑥 ↦ 𝑣u� avec les notations de la question précédente. On a alors :

∀𝑃 ∈ ℰ 𝜋(𝑃) = 𝑂 + 𝜛(⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃)

d’après la réponse à la question précédente.
Soient 𝑃0, 𝑃1 ∈ ℰ. On a :

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝜋(𝑃0) 𝜋(𝑃1) = 𝜛( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1) − 𝜛( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃0) car 𝜋(𝑃0) = 𝑂 + 𝜛( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃0) et
𝜋(𝑃1) = 𝑂 + 𝜛( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1)

= 𝜛( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃1 − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃0) par linéarité de 𝜛
= 𝜛( ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑃0𝑃1) par relation de Chasles.

L’application 𝜛 est bien linéaire, donc l’application 𝜋 est affine, de partie linéaire 𝜛.

Exercice 2

Soit ℰ un espace affine, et soit 𝑠∶ ℰ → ℰ une application affine involutive.

Question 1

Montrer que 𝑠 a au moins un point fixe.

Soit 𝑃 ∈ ℰ et soit 𝑂 = Bar ((𝑃 , 1), (𝑠(𝑃 ), 1)) l’isobarycentre de 𝑃 et 𝑠(𝑃 ). On a alors :

𝑠(𝑂) = 𝑠 (Bar ((𝑃 , 1), (𝑠(𝑃 ), 1)))
= Bar ((𝑠(𝑃 ), 1), (𝑠(𝑠(𝑃 )), 1)) car l’application 𝑠 est affine
= Bar ((𝑠(𝑃 ), 1), (𝑃 , 1)) car 𝑠(𝑠(𝑃 )) = 𝑃 puisque 𝑠 est involutive
= 𝑂,

donc le point 𝑂 est fixe par l’application 𝑠 donc 𝑠 a au moins un point fixe.
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Question 2

Montrer que si 𝑠 a exactement un point fixe, alors c’est une homothétie de rapport −1
(dont on précisera le centre).

Notons Ω l’unique point fixe de 𝑠. D’après la réponse à la question précédente, pour
tout point 𝑃 ∈ ℰ on a

Bar ((𝑃 , 1), (𝑠(𝑃 ), 1)) = Ω

puisque ce barycentre est un point fixe de 𝑠. On a donc

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗Ω𝑃 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗Ω 𝑠(𝑃 ) = 0

par définition du barycentre, donc ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗Ω 𝑠(𝑃 ) = − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗Ω𝑃 , donc 𝑠(𝑃 ) = Ω − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗Ω𝑃 . Cette dernière
égalité étant vraie pour tout point 𝑃 , on trouve que 𝑠 est l’homothétie de centre Ω et
de rapport −1.
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