
L3 2015–2016

Géométrie et isométries

Géométrie affine

Espaces et sous-espaces affines

Exercice 1

Montrer que l’intersection de deux sous-espaces affines est vide ou est un sous-espace
affine.

Exercice 2

Montrer que par deux points distincts d’un espace affine passe une et une seule droite.

Exercice 3

Montrer que deux hyperplans d’un espace affine qui n’ont aucun point commun sont
parallèles.

Exercice 4

Soit ℰ un espace affine. Soient 𝒟 une droite de ℰ et 𝑃 ∈ ℰ un point. Montrer qu’il y a
une et une seule droite de ℰ passant par 𝑃 et parallèle à 𝒟.

Exercice 5

Soit ℰ un espace affine de dimension finie, et soit 𝐸 l’espace vectoriel sous-jacent. Soit ℱ
un sous-espace affine de ℰ et soit 𝑢 ∈ 𝐸. Montrer que l’image de ℱ par la translation
de vecteur 𝑢 est un sous-espace affine de ℰ, de même dimension que ℱ.

Applications affines

Exercice 6

On rappelle qu’une application affine 𝜑∶ ℰ → ℱ (avec ℰ et ℱ deux espaces affines de
directions respectives 𝐸 et 𝐹 ) est une application de ℰ dans ℱ telle que si 𝑂 ∈ ℰ alors
l’application qui à 𝑢 ∈ 𝐸 associe ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝜑(𝑂)𝜑(𝑂 + 𝑢) ∈ 𝐹 est linéaire.
1. Montrer que cette définition ne dépend pas du point 𝑂.

1/7

https://www.normalesup.org/~fourquau/pro/teaching/2015-2016/geis/


2. Montrer que les applications affines préservent l’alignement.
3. Décrire l’application conjuguée d’une translation par une bijection affine.

Exercice 7

Le groupe affine d’un espace affine ℰ est le groupe des bijections affines de ℰ sur lui-
même. Décrire le groupe affine en dimension 1.

Exercice 8

Soit ℰ un plan affine. Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶 et 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ deux triplets de points de ℰ distincts
et non alignés. Montrer qu’il y a une unique application affine 𝑓 de ℰ dans ℰ telle que
𝑓(𝐴) = 𝐴′, 𝑓(𝐵) = 𝐵′ et 𝑓(𝐶) = 𝐶′.

Exercice 9

Soit ℰ un espace affine. Si 𝑂 est un point de ℰ et si 𝜆 ∈ ℝ×, l’homothétie hu�,u� de
centre 𝑂 et de rapport 𝜆 est définie par ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂hu�,u�(𝑃 ) = 𝜆⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝑃 .

1. Montrer que si 𝜆 ≠ 1, alors l’homothétie hu�,u� a un unique point fixe.
2. Montrer que la composée de deux homothéties est une homothétie ou une transla-

tion.
3. Montrer que l’ensemble des homothéties et des translations de ℰ est un groupe pour

la composition des applications.
4. Montrer que les éléments de ce groupe transforment les sous-espaces affines en des

sous-espaces affines parallèles.

Exercice 10

Soit ℰ un espace affine, et soit 𝑓 ∶ ℰ → ℰ une application affine qui transforme toute
droite en une droite parallèle. Montrer que 𝑓 est une homothétie ou une translation.

Exercice 11

Quel est le centre du groupe affine en dimension 𝑛 ∈ ℕ ?

Exercice 12

Soit ℰ un espace affine, et soit 𝐸 l’espace vectoriel sous-jacent. Montrer que le groupe
affine GA(ℰ) est en bijection avec GL(𝐸) × 𝐸. Est-ce un isomorphisme de groupes ?

2/7



Barycentres

Exercice 13 : Définition du barycentre

Soit ℰ un espace affine, et soit (𝐴u�, 𝛼u�)u�∈u� une famille finie d’éléments de ℰ × ℝ (qu’on
appelle des points pondérés) telle que ∑u�∈u� 𝛼u� ≠ 0.

1. Montrer qu’il existe un unique point 𝐺 ∈ ℰ tel que ∑u�∈u� 𝛼u�
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐺𝐴u� = 0. Ce point

s’appelle le barycentre du système de points pondérés (𝐴u�, 𝛼u�)u�∈u� .
2. Montrer que quelque soit le point 𝑂 ∈ ℰ, on a

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝐺 = 1
∑u�∈u� 𝛼u�

∑
u�∈u�

𝛼u�
⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴u�.

3. Montrer que si 𝜆 ∈ ℝ ∖ {0}, alors 𝐺 est aussi le barycentre du système (𝐴u�, 𝜆𝛼u�)u�∈u� .
4. Montrer que l’ensemble des barycentres de deux points distincts (pour toutes les

pondérations possibles) est la droite passant par ces deux points.

Exercice 14

Soient 𝐴 et 𝐵 deux points du plan. Construire (sur un dessin ainsi qu’en exprimant le
vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐺 en fonction du vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵), s’il existe, le barycentre 𝐺 des points pondérés
suivants :
(i) (𝐴, 1) et (𝐵, 3)
(ii) (𝐴, 2) et (𝐵, 2)
(iii) (𝐴, −1) et (𝐵, 2)
(iv) (𝐴, −2) et (𝐵, −6)
(v) (𝐴, −2) et (𝐵, 2).

Exercice 15

Soit ℰ un espace affine de dimension finie 𝑛, et soient 𝐴0, …, 𝐴u� des points de ℰ tels
qu’aucun sous-espace affine de ℰ autre que ℰ ne contienne tous les points 𝐴0, …, 𝐴u�.
Montrer que tout point de ℰ s’écrit comme un barycentre des points 𝐴0, …, 𝐴u�, et que
les coefficients du barycentre sont uniques à multiplication par un scalaire près.

Exercice 16

Soit ℰ un espace affine, et soit 𝒜 une partie non vide de ℰ telle que tout barycentre de
points de 𝒜 soit dans 𝒜. Montrer que 𝒜 est un sous-espace affine de ℰ.

Exercice 17

Soient ℰ et ℰ′ deux espaces affines, et soit 𝑓 ∶ ℰ → ℰ′ une application (ensembliste).
On suppose que, pour toute famille finie (𝐴u�, 𝜆u�)u�∈u� de points de ℰ pondérés telle
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que ∑u�∈u� 𝜆u� ≠ 0, l’image par 𝑓 du barycentre de (𝐴u�, 𝜆u�)u�∈u� est le barycentre de
(𝑓(𝐴u�), 𝜆u�)u�∈u� . Montrer que 𝑓 est une application affine.

Exercice 18 : Associativité du barycentre

1. On considère une famille finie de systèmes de points pondérés, (𝐵u�,u�, 𝛽u�,u�)u�∈u�u�
pour

𝑖 ∈ 𝐼 , telle que ∑u�∈u�u�
𝛽u�,u� ≠ 0 pour tout 𝑖 ∈ 𝐼 et ∑u�∈u� ∑u�∈u�u�

𝛽u�,u� ≠ 0. No-
tons 𝐺u� le barycentre de (𝐵u�,u�, 𝛽u�,u�)u�∈u�u�

. Montrer que le barycentre du système
(𝐺u�, ∑u�∈u�u�

𝛽u�,u�)u�∈u� est le même point que le barycentre du système (𝐵u�,u�, 𝛽u�,u�)u�∈u�,u�∈u�u�
.

(Cette propriété s’appelle l’associativité du barycentre).
2. Montrer que les médianes d’un triangle sont concourantes.

Exercice 19

On considère un triangle 𝐴𝐵𝐶 et deux réels 𝜆 et 𝜇 tels que 𝜆 + 𝜇 ≠ 0. On note 𝐴′

le barycentre de {(𝐵, 𝜆), (𝐶, 𝜇)}, 𝐵′ le barycentre de {(𝐶, 𝜆), (𝐴, 𝜇)}, 𝐶′ le barycentre
de {(𝐴, 𝜆), (𝐵, 𝜇)}. Montrer que les triangles 𝐴𝐵𝐶 et 𝐴′𝐵′𝐶′ ont le même centre de
gravité.

Exercice 20 : Fonction vectorielle de Leibniz

Soit un système fini de points pondérés (𝐴u�, 𝛼u�)u�∈u� dans un espace affine ℰ de direction 𝐸.
On considère l’application

𝑓 ∶
{

ℰ ⟶ 𝐸
𝑃 ⟼ ∑u�∈u� 𝛼u�

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝐴u�.

1. Montrer que si 𝛼 = ∑u�∈u� 𝛼u� ≠ 0 et si 𝐺 est le barycentre du système (𝐴u�, 𝛼u�)u�∈u� ,
alors 𝑓(𝑃 ) = 𝛼 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝐺 pour tout 𝑃 ∈ ℰ.

2. Montrer que si ∑u�∈u� 𝛼u� = 0, alors l’application 𝑓 est constante.
3. Soient 𝐴𝐵𝐶 un triangle et 𝐺 son centre de gravité. Déterminer l’ensemble des points

𝑀 du plan tels que le vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐴 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑀𝐶 soit colinéaire au vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵.

Deux théorèmes classiques de géométrie affine

Exercice 21

Soit ℰ un espace affine. Soient ℋ, ℋ′, ℋ″ trois hyperplans parallèles de ℰ. Soient 𝒟 et
𝒟′ deux droites dont la direction n’est pas contenue dans celle de ℋ.
1. Montrer que 𝒟 ∩ ℋ est un singleton.
2. Notons 𝐴, 𝐴′, 𝐴″ les intersections de 𝒟 avec ℋ, ℋ′, ℋ″ respectivement, et 𝐵, 𝐵′,

𝐵″ les intersections de 𝒟′ avec ℋ, ℋ′, ℋ″ respectivement. On suppose ℋ ≠ ℋ′.
Montrer qu’il existe une constante 𝜆 ∈ ℝ telle que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐴″ = 𝜆 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐴′.
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3. Montrer que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐵″ = 𝜆⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗𝐵𝐵′.

Exercice 22

Compléter la démonstration suivante en cochant les cases qui correspondent au texte
manquant (une seule case par emplacement).
Théorème 1 (théorème de Pappus). Soient 𝒟 et 𝒟′ deux droites d’un plan affine
euclidien ℰ. Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶 trois points de 𝒟, et 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ trois points de 𝒟′. On
suppose que :
• {𝐴, 𝐵, 𝐶} ∩ 𝒟′ = ∅ ;
• les droites (𝐴𝐵′) et (𝐴′𝐵) sont parallèles ;
• les droites (𝐵𝐶′) et (𝐵′𝐶) sont parallèles.

Alors les droites (𝐴𝐶′) et (𝐴′𝐶) sont parallèles.

𝒟

𝒟′

𝐴
𝐵

𝐶

𝐴′𝐵′𝐶′

Supposons d’abord que les droites 𝒟 et 𝒟′ ne sont pas parallèles. Comme ℰ est de
dimension 2, leurs directions sont 1 , et les droites 𝒟 et 𝒟′ ont un unique point commun,
que l’on note 𝑂. Les vecteurs ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴, ⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 et ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝐶 sont alors 2 (puisqu’ils sont dans la
direction de 𝒟. Comme 𝑂 ∉ {𝐴, 𝐵, 𝐶} (puisque 𝑂 ∈ 𝒟′ et {𝐴, 𝐵, 𝐶} ∩ 𝒟′ = ∅), il
existe des constantes 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ ∖ {0} telles que ⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗𝑂𝐵 = 𝜆 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴 et ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑂𝐶 = 𝜇 ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐴. Notons 𝜑
l’homothétie de centre 𝑂 et de rapport 𝜆, et 𝜓 l’homothétie de centre 𝑂 et de rapport 𝜇,
de sorte que 𝜑(𝑂) = 𝜓(𝑂) = 𝑂, 3 et 𝜓(𝐴) = 𝐶.
La droite 𝒟 est stable par 𝜑. En effet, les homothéties 4 , donc 𝜑(𝒟) est la parallèle à 𝒟
passant par 𝜑(𝑂) = 𝑂, c’est-à-dire 𝒟. On montre de même que 𝜑(𝒟′) = 𝒟′, 𝜓(𝒟) = 𝒟
et 𝜓(𝒟′) = 𝒟′.
Si les droites 𝒟 et 𝒟′ sont parallèles, on note 𝜑 la translation de vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 et 𝜓 la
translation de vecteur ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶, de sorte que 𝜑(𝐴) = 𝐵 et 𝜓(𝐴) = 𝐶 comme dans le cas
précédent. De plus, les vecteurs ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 et ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 sont dans la direction (commune) de 𝒟 et
𝒟′ donc ces deux droites sont stables par 𝜑 et 𝜓.
Les applications 𝜑 et 𝜓 sont donc des homothéties ou translations qui envoient 𝐴 res-
pectivement sur 𝐵 et 𝐶, et qui laissent stables les droites 𝒟 et 𝒟′. Comme ce sont des
5 , elles transforment les droites en droites parallèles.

L’image par 𝜑 de la droite (𝐴𝐵′) est la parallèle à (𝐴𝐵′) passant par 𝜑(𝐴) = 𝐵, c’est-
à-dire la droite (𝐴′𝐵), 6 . Or on a 𝐵′ ∈ 𝒟′ ∩ (𝐴𝐵′) donc 𝜑(𝐵′) ∈ 𝒟′ ∩ (𝐴′𝐵). Or le
point 𝐴′ est commun à 𝒟′ et (𝐴′𝐵), et ces deux droites ne peuvent pas être confondues
puisque 7 . Donc leur intersection 8 , et 𝜑(𝐵′) = 𝐴′. De même, on a 𝜓(𝐶′) = 𝐴′.
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Considérons l’application 𝜓∘𝜑−1. C’est la composée de deux homothéties ou translations,
donc c’est une homothétie ou une translation. De plus, elle envoie 𝐵 sur 𝐶.
Si les droites 𝒟 et 𝒟′ ne sont pas parallèles, alors 𝜓 et 𝜑−1 sont deux homothéties de
centre 𝑂 (de rapports 𝜇 et 𝜆−1 respectivement), donc elles commutent : 𝜓∘𝜑−1 = 𝜑−1 ∘𝜓
est l’homothétie de centre 𝑂 et de rapport 𝜆−1𝜇.
Si les droites 𝒟 et 𝒟′ sont parallèles, alors 𝜓 et 𝜑−1 sont deux 9 donc elles commutent.
Plus précisément, l’application 𝜓 ∘ 𝜑−1 = 𝜑−1 ∘ 𝜓 est la translation de vecteur 10 .
On a donc (𝜓 ∘ 𝜑−1)(𝐶′) = (𝜑−1 ∘ 𝜓)(𝐶′) = 𝜑−1(𝐴′) = 𝐵′. L’image de la droite (𝐵𝐶′)
par l’homothétie ou translation 𝜓∘𝜑−1 est donc la droite (𝐵′𝐶), donc (𝐵′𝐶) est parallèle
à (𝐵𝐶′).

1 en somme directe
supplémentaires
complémentaires

2 colinéaires
égaux
orthogonaux

3 𝜑(𝐴) = 𝐵
𝜑(𝐵) = 𝐶
𝜑(𝐵) = 𝐴

4 laissent stables les droites
sont des applications affines
transforment les droites en droites
parallèles

5 isométries
homothéties ou translations
applications linéaires

6 puisque 𝜑(𝐵′) = 𝐴
par hypothèse
car 𝜑 est affine

7 𝐵 ∉ 𝒟′

𝐴 ∉ 𝒟′

𝒟 et 𝒟′ seraient parallèles
8 est stable par 𝜑

est réduite au point 𝐴′

est vide
9 homothéties

homothéties ou translations
translations

10 − ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐴 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴
− ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐵𝐶
− ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐶 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐶𝐵

Exercice 23

Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ six points d’un plan affine 𝒫. On suppose que ces six points
sont deux à deux distincts, que 𝐴, 𝐵, 𝐶 ne sont pas alignés et que 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ ne sont
pas alignés.
Si 𝑃 et 𝑄 sont deux points distincts de 𝒫, on note (𝑃𝑄) l’unique droite passant par 𝑃
et 𝑄.
On suppose de plus que les droites (𝐴𝐵) et (𝐴′𝐵′) sont parallèles, que les droites (𝐴𝐶)
et (𝐴′𝐶′) sont parallèles et que les droites (𝐵𝐶) et (𝐵′𝐶′) sont parallèles.
1. Dessiner la figure.
2. On suppose (jusqu’à la question 9., non incluse) que les droites (𝐴𝐴′) et (𝐵𝐵′) se

coupent en un point 𝑂. Montrer qu’il existe une homothétie 𝜑 de centre 𝑂 telle que
𝜑(𝐴) = 𝐴′. On note 𝜆 son rapport.

3. Montrer que 𝜑(𝐵) = 𝐵′. (Indication : utiliser le théorème de Thalès.)
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4. Posons 𝐶″ = 𝜑(𝐶). Montrer que les droites (𝐴𝐶) et (𝐴′𝐶″) sont parallèles. (Indi-
cation : que peut-on dire de l’image d’une droite par une homothétie ?)

5. En déduire que (𝐴′𝐶″) = (𝐴′𝐶′).
6. Montrer de même que (𝐵′𝐶″) = (𝐵′𝐶′).
7. En déduire que 𝐶″ = 𝐶′.
8. En déduire que la droite (𝐶𝐶′) passe par 𝑂. (Indication : montrer que 𝑂, 𝐶 et 𝐶″

sont alignés).
9. On suppose désormais que les droites (𝐴𝐴′) et (𝐵𝐵′) sont parallèles. Montrer de

même que la droite (𝐶𝐶′) leur est aussi parallèle. (Indication : suivre le même
raisonnement, en remplaçant l’homothétie de centre 𝑂 par une translation bien
choisie.)

Cette propriété est appelée le théorème de Desargues.
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