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Géométrie et isométries

Géométrie affine euclidienne 2

Exercice 1

Soient 𝐴, 𝐵, 𝐶 trois points non alignés d’un plan affine euclidien ℰ.
1. Montrer que les médiatrices des segments [𝐴𝐵], [𝐵𝐶] et [𝐶𝐴] sont concourantes.
2. Notons :

• 𝒟u� la parallèle à (𝐵𝐶) passant par 𝐴 ;
• 𝒟u� la parallèle à (𝐶𝐴) passant par 𝐵 ;
• 𝒟u� la parallèle à (𝐴𝐵) passant par 𝐶 ;
• 𝐴′ le point d’intersection de 𝒟u� et 𝒟u� (pourquoi existe-t-il ? pourquoi est-il

unique ?) ;
• 𝐵′ le point d’intersection de 𝒟u� et 𝒟u� ;
• 𝐶′ le point d’intersection de 𝒟u� et 𝒟u�.

Montrer que ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴′𝐵 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐶𝐴 = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐵𝐶′.
3. Montrer que 𝐵 est le milieu du segment [𝐶′𝐴′].
4. En déduire que les hauteurs du triangle 𝐴𝐵𝐶 sont concourantes.

Exercice 2

Soit (𝐴u�, 𝜆u�)u�∈u� une famille finie de points pondérés d’un espace affine euclidien ℰ. On
considère la fonction (dite « fonction scalaire de Leibniz »)

𝑓 ∶ { ℰ ⟶ ℝ
𝑃 ⟼ ∑u�∈u� 𝜆u� 𝑃𝐴2

u� .

1. Si 𝜆 = ∑u�∈u� 𝜆u� ≠ 0, montrer que 𝑓(𝑃 ) = 𝑓(𝐺) + 𝜆 𝑃𝐺2 (∀𝑃 ∈ ℰ), où 𝐺 est le
barycentre de la famille (𝐴u�, 𝜆u�)u�∈u� .

2. Si 𝜆 = 0, montrer que 𝑓(𝑃 ′) − 𝑓(𝑃) = 𝑢 · ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝑃𝑃 ′ (∀𝑃 , 𝑃 ′ ∈ ℰ), pour un certain
vecteur 𝑢 que l’on déterminera.

Exercice 3

Soit ℰ un espace affine euclidien, et soit ℱ un sous-espace affine de ℰ. On note 𝐸 et 𝐹
leurs directions respectives. Soit 𝐴 ∈ ℰ. On note ℱ′ le sous-espace affine passant par 𝐴
et de direction 𝐹 ⟂.
1. Montrer que ℱ ∩ ℱ′ est un singleton {𝐵}.
2. Montrer qu’il y a un unique point 𝐵′ ∈ ℱ qui minimise la distance 𝐴𝐵′, et que

c’est le point 𝐵.
3. Soit 𝒞 une partie de ℰ. On dit que 𝒞 est convexe si pour toute famille finie de point

pondérés (𝐴u�, 𝜆u�)u�∈u� avec 𝐴u� ∈ 𝒞 et 𝜆u� ⩾ 0 non tous nuls, le barycentre de la famille
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est dans 𝒞. Montrer que si 𝒞 est convexe alors il y a au plus un point 𝐵″ ∈ 𝒞 qui
minimise la distance 𝐴𝐵″.

Exercice 4

1. Montrer que l’addition fait de ℂ un espace affine de direction ℂ.
2. On munit le ℝ-espace vectoriel ℂ du produit scalaire (𝑥, 𝑦) ↦ Re(𝑥𝑦). L’espace

affine ℂ est ainsi muni d’une structure euclidienne. Soit ℰ un plan affine euclidien,
de direction 𝐸, soit 𝑂 ∈ ℰ et soit (𝑒0, 𝑒1) une base orthonormée de 𝐸. Montrer que
l’application

𝜑∶ { ℂ ⟶ ℰ
𝑥 + 𝑖𝑦 ⟼ 𝑂 + 𝑥𝑒0 + 𝑦𝑒1

est une isométrie affine bijective.
3. Soit 𝑓 une isométrie de ℰ. Montrer qu’il existe des nombres 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ (dépendant

de 𝑓) tels que 𝜑−1 ∘ 𝑓 ∘ 𝜑 soit de la forme 𝑧 ↦ 𝑎𝑧 + 𝑏 ou 𝑧 ↦ 𝑎𝑧 + 𝑏. Montrer que
|𝑎| = 1.

4. Retrouver la classification des isométries affines en dimension 2 en distinguant les
cas selon les valeurs de 𝑎 et 𝑏.
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