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Géométrieenpetitedimension

TDn°4

Faitesdesfigures!

Exercice1
Soit𝑓:P→Punesimilitudeduplan.

(a)Montrerquel’imagepar𝑓dusegment[𝐴,𝐵]estunsegment.Lesegmentimage
peut-ilêtreréduitàunpointsi𝐴̸=𝐵?

(b)Montrerquell’imagepar𝑓d’untriangle𝐴𝐵𝐶estuntriangle.
(c)Montrerqueletriangle𝐴𝐵𝐶estapplati(𝐴,𝐵et𝐶sontalignés)ssiilyauncas

d’égalitédansl’unedestroisinégalitéstriangulairesliant𝐴,𝐵et𝐶.
(d)Enutilisantlaquestionprécédente,montrerquel’imagepar𝑓d’untrianglenon

applatiestnonapplati.
(e)Retrouverlerésultatprécédentenutilisantl’airedutriangle𝐴𝐵𝐶etlerapportde

lasimilitude𝑓.

Exercice2
Soit𝑓:P→Punesimilitudeduplan.Montrerque

(a)L’imagedumilieud’unsegment[𝐴𝐵]estlemilieudusegment[𝑓(𝐴),𝑓(𝐵)].
(b)L’imagedelecentredegravitéd’untriangle(𝐴𝐵𝐶)estlecentredegravitédu

triangleimage(𝑓(𝐴)𝑓(𝐵)𝑓(𝐶)).
(c)L’imaged’unemédianed’untriangle(𝐴𝐵𝐶)estunemédianedutriangleimage

(𝑓(𝐴)𝑓(𝐵)𝑓(𝐶)).Retrouverlerésultatprécédent.
(d)L’imaged’unehauteurd’untriangle(𝐴𝐵𝐶)estunehauteurdutriangleimage

(𝑓(𝐴)𝑓(𝐵)𝑓(𝐶)).
(e)L’imaged’uncarréestuncarré.

Exercice3
Soitℎunehomothétiederapport𝑘∈R*.Montrerquel’imaged’uncerclederayon𝑟

parℎestuncerclederayon|𝑘|𝑟.
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Exercice12
Soit[𝐵𝐷]unsegment.Soit𝐴unpointduplanquidécritlecercledecentre𝐷etde

rayonunréel𝑟>0.Soit𝐶l’uniquepointduplantelque𝐴𝐵𝐶𝐷estunparallélogramme.
Soit𝐶′lesymétriquede𝐶parrapportà𝐷.

—Décrirelelieugéométriquedupoint𝐶′.
—Décrirelelieugéométriquedupoint𝐶.
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Exercice 4
Soient 𝒞 et 𝒞′ deux cercles de centres 𝑂 et 𝑂′, et de rayon 1 et 2. Trouver les

homothéties ℎ qui envoient 𝒞 sur 𝒞′ (c’est à dire telles que ℎ(𝒞) = 𝒞′).

Exercice 5
Soient ℎ1 et ℎ2 deux homothéties de centre 𝐴1 et 𝐴2, et de rapport 𝑘1 et 𝑘2. On

suppose que 𝑘1𝑘2 ̸= 1. La transformation ℎ2 ∘ ℎ1 est une homothétie de centre 𝐼 et de
rapport 𝑘1𝑘2. Si 𝑀 est un point du plan, on note 𝑀 ′ = ℎ1(𝑀) et 𝑀 ′′ = ℎ2(𝑀 ′).

1. Faire une figure.
2. Montrer que

−−→
𝐼𝐴′′

1 = 𝑘1𝑘2
−−→
𝐼𝐴1.

3. Montrer que
−−−→
𝐴2𝐴′′

1 = 𝑘2
−−−→
𝐴2𝐴1.

4. En déduire que 𝐼 vérifie (1 − 𝑘2)−−→𝐼𝐴2 + (𝑘2 − 𝑘1𝑘2)−−→𝐼𝐴1 = 0⃗
5. Traduire cette égalité en termes de barycentre.

Exercice 6
Soient ℎ1 et ℎ2 deux homothéties de centre 𝐴1 et 𝐴2, et de rapport 𝑘1 et 𝑘2. On

suppose que 𝑘1𝑘2 = 1. La transformation ℎ2 ∘ ℎ1 est une translation de vecteur −→𝑢 . Si 𝑀
est un point du plan, on note 𝑀 ′ = ℎ1(𝑀) et 𝑀 ′′ = ℎ2(𝑀 ′).

1. Faire une figure, en supposant par exemple que 𝑘1 = 2.
2. Montrer que (𝑀𝑀 ′′) est parallèle à (𝐴1𝐴2).
3. Montrer que −→𝑢 = (1 − 𝑘2)−−−→

𝐴1𝐴2. On pourra calculer l’image de 𝐴1 par ℎ2 ∘ ℎ1 de
deux façons différentes.

Exercice 7
Soient ℎ une homothétie de centre 𝐴 de rapport 𝑘 et 𝑡 une translation de vecteur −→𝑢 .

La transformation ℎ ∘ 𝑡 est une homothétie de centre 𝐼 et de rapport 𝑘 . Si 𝑀 est un
point du plan, on note 𝑀 ′ = 𝑡(𝑀) et 𝑀 ′′ = ℎ(𝑀 ′).

Montrer que 𝐼 vérifie (1 − 𝑘)−→𝐼𝐴 + 𝑘−→𝑢 = −→0 . On pourra calculer l’image de 𝐴 par ℎ ∘ 𝑡
de deux façons différentes.

Exercice 8
Soient ℎ une homothétie de centre 𝐴 de rapport 𝑘 et 𝑡 une translation de vecteur −→𝑢 .

La transformation 𝑡 ∘ ℎ est une homothétie de centre 𝐽 et de rapport 𝑘 . Si 𝑀 est un
point du plan, on note 𝑀 ′ = ℎ(𝑀) et 𝑀 ′′ = 𝑡(𝑀 ′).

Montrer que 𝐽 vérifie (1 − 𝑘)−→𝐽𝐴 + −→𝑢 = −→0 .
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Exercice 9
Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle.

1. Soit 𝑓 l’application du plan dans le plan qui à un point 𝑀 associe le point 𝑀 ′, où
𝑀 ′ est le barycentre du système {(𝐴, 2), (𝐵, −3), (𝐶, 1), (𝑀, 2)}, 𝑓 admet-elle un
point fixe ?

2. Montrer que 𝑓 est une translation dont on déterminera le vecteur.
3. Soit 𝑔 l’application du plan dans le plan qui à un point 𝑀 associe le point 𝑀 ′′, où

𝑀 ′′ est le barycentre du système {(𝐴, 1), (𝐵, 1), (𝐶, −1), (𝑀, 1)}, 𝑔 admet-elle un
point fixe ?

4. Montrer que 𝑔 est une homothétie dont on déterminera le rapport et le centre.

Exercice 10
Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle. On note 𝐺 le centre de gravité de 𝐴𝐵𝐶, 𝑂 le centre du

cercle circonscrit et 𝐻 l’intersection des hauteurs. On note 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′ les milieux de
[𝐵𝐶], [𝐶𝐴], [𝐴𝐵]. On note Γ le cercle passant par 𝐴, 𝐵, 𝐶 et Γ′ le cercle passant par
𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′. On note 𝑂′ le centre de Γ′.

1. Montrer que l’homothétie ℎ de centre 𝐺 et de rapport −1
2 envoie 𝐴 sur 𝐴′, 𝐵 sur

𝐵′ et 𝐶 sur 𝐶 ′.
2. Montrer que l’image par ℎ d’une hauteur de 𝐴𝐵𝐶 est une médiatrice de 𝐴𝐵𝐶.
3. Montrer que ℎ(𝐻) = 𝑂.
4. Montrer que ℎ(Γ) = Γ′.
5. En déduire que ℎ(𝑂) = 𝑂′.
6. Montrer que l’homothétie 𝑔 de centre 𝐻 et de rapport 1

2 envoie Γ sur Γ′.
7. En déduire que le cercle Γ′ passe par le milieu de [𝐻𝐴], [𝐻𝐵] et [𝐻𝐶].
8. En étudiant ℎ ∘ 𝑔−1 montrer que 𝑔(𝐴), 𝑂′ et 𝐴′ sont alignés.
9. En déduire que le pied de la hauteur issue de 𝐴 est sur Γ′. On montre de la même

façon que Γ′ passe par les pieds des hauteurs du triangle 𝐴𝐵𝐶.
Le cercle Γ′ s’appelle le cercle des 9 points d’Euler.

Exercice 11
Soit [𝐴𝐵] un segment. Soit 𝑀 un point du plan tel que le triangle 𝐴𝑀𝐵 est rectangle

en 𝑀 .
— Décriver le lieu géométrique du point 𝑀 , autrement dit quel est l’ensemble des

points possibles.
— Décriver le lieu géométrique du centre de gravité du triangle 𝐴𝑀𝐵.
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