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Géométrieenpetitedimension

TDn°5:Isométriesduplan

Exercice1
Quellessontleshomothétiesquisontdesisométries?

Exercice2
Soit𝐴𝐵𝐶untriangle.Onnote𝑠𝐴,𝑠𝐵,𝑠𝐶lessymétriescentralesparrapportà𝐴,

𝐵,𝐶respectivement.Décrirel’isométrie𝑠𝐴∘𝑠𝐵∘𝑠𝐶.

Exercice3
Soient𝑟𝑎et𝑟𝑏deuxrotationsnontrivialesd’angle𝜃𝑎et𝜃𝑏.Montrerque𝑟𝑎∘𝑟𝑏=𝑟𝑏∘𝑟𝑎

sietseulementsi𝑟𝑎et𝑟𝑏ontmêmecentre.

Exercice4
Soient𝑡latranslationdevecteur−→𝑢et𝜎laréflexionparrapportàladroite𝐷.A

quelleconditiona-t-on𝜎∘𝑡=𝑡∘𝜎?

Exercice5
Soit𝐴𝐵𝐶untriangledepérimètre1.

1.Montrerqu’ilexisteunpoint𝐶′telque𝐴𝐵𝐶′estisocèleen𝐶′,l’airede𝐴𝐵𝐶′est
égaleàl’airede𝐴𝐵𝐶etlepérimètrede𝐴𝐵𝐶′estpluspetitqueceluide𝐴𝐵𝐶.

2.Endéduirel’existenced’untriangleisocèledebase[𝐴𝐵]demêmepérimètreque
𝐴𝐵𝐶maisd’aireplusgrande.

3.Endéduirequeparmilestrianglesdepérimètre1,celuid’airemaximaleestle
triangleéquilatéral.

Exercice6
•Montrerqueleproduitdedeuxsymétriescentralesestunetranslation.
•Déterminerlevecteurdetranslation.
•Montrerqueleproduitdedeuxrotationsd’angle

𝜋
2estunesymétriecentrale.

•Déterminerlecentredecettesymétriecentrale.
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Exercice7
Soient𝑑,𝑑′deuxdroitesduplan.Onnote𝜎𝑑,𝜎𝑑′lesréflexionsparrapportauxdroites

𝑑et𝑑′.
•Montrerquesi𝑑//𝑑′alors𝜎𝑑′∘𝜎𝑑estunetranslationdevecteur−→𝑢àdéterminer.
•Onrappellequesi𝑑∩𝑑′={Ω}alors𝜎𝑑′∘𝜎𝑑estunerotationdecentreΩ.Calculer

l’angledecetterotationàl’aidedel’angleorienté(𝑑,𝑑′).

Exercice8
Montrerquetouterotationettoutetranslationestleproduitdeplusieurscouplesde

réflexions.

Exercice9
Soient𝑟1,𝑟2deuxrotationsd’angles𝜃1,𝜃2respectivement.Montrerque:
•Si𝜃1+𝜃2=0[2𝜋]alors𝑟2∘𝑟1estunetranslation.
•Si𝜃1+𝜃2̸=0[2𝜋]alors𝑟2∘𝑟1estunerotation.

Exercice10
Soit𝐴𝐵𝐶untriangleisocèlerectangleen𝐴telque(−−→𝐴𝐵,−→𝐴𝐶)=

𝜋
2.Onnote𝐼,𝐽,𝐾

lesmilieuxrespectifsde[𝐵𝐶],[𝐶𝐴]et[𝐴𝐵].Onnote𝑟larotationdecentre𝐼etd’angle
𝜋
2,et𝑡latranslationdevecteur1

2
−−→𝐵𝐶.Onpose𝑓=𝑟∘𝑡et𝑔=𝑡∘𝑟.

1.Montrerque𝐴𝐾𝐼𝐽estuncarré.
2.Quelleestlanaturede𝑓et𝑔?Quellessontleursélémentscaractéristiques?
3.Quelleestlanaturede𝑔∘𝑓−1?sesélémentscaractéristiques?

Exercice11
Soient𝐵,𝐶deuxpointsdistincts.Onnote𝐼lemilieude[𝐵𝐶].Onnote𝑟𝐵larotation

decentre𝐵etd’angle
𝜋
2,𝑅𝐶larotationdecentre𝐶etd’angle

𝜋
2,𝑡latranslationde

vecteur−−→𝐵𝐶.Onnote𝑠lacomposée𝑟𝐶∘𝑡∘𝑟𝐵.
1.Quelleestlanaturede𝑠?
2.Quelleestl’imagede𝐵par𝑠?
3.Quellessontlescaractéristiquesde𝑠?

Exercice12

1.Montrerquel’imaged’uncercleparuneisométrieestuncercledemêmerayon.
2.Soient𝒞et𝒞′deuxcerclesdemêmerayon.Déterminertouteslesisométriesqui

transforment𝒞en𝒞′.
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Exercice 13
Soient 𝐷 et 𝐷′ deux droites données. On note 𝐸 la réunion de 𝐷 et 𝐷′. Trouver

l’ensemble des déplacements qui préservent 𝐸 lorsque :
1. 𝐷 et 𝐷′ sont perpendiculaires.
2. 𝐷 et 𝐷′ sont sécantes et non perpendiculaires.
3. 𝐷 et 𝐷′ sont distinctes et parallèles.

Exercice 14
Soient 𝐴 et 𝐵 deux points distincts. On note 𝑟𝐴 et 𝑟𝐵 les rotations de centre 𝐴 et 𝐵,

et d’angle 𝜋
2 . Si 𝑀 est un point du plan, on note 𝑀1 = 𝑟𝐴(𝑀) et 𝑀2 = 𝑟𝐵(𝑀). Soit 𝑓 la

transformation 𝑟𝐵 ∘ 𝑟−1
𝐴 .

1. Construire 𝐶 = 𝑓(𝐴).
2. Quelle est la nature de 𝑓 ?
3. Quelles sont les éléments caractéristiques de 𝑓 ?
4. Quelle est la nature du quadrilatère 𝑀1𝑀2𝐶𝐴 ?
5. On suppose que le point 𝑀 décrit le cercle Γ de diamètre [𝐴𝐵]. Quel est le lieu

géométrique du point 𝑀2 lorsque 𝑀 parcourt Γ ?
6. Déterminer le lieu géométrique de 𝐼 le milieu de [𝑀1𝑀2] lorsque 𝑀 parcourt Γ.

Exercice 15
Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle dont tous les angles sont aigus. Soient 𝑀, 𝑁, 𝑃 trois points sur

chacun des côtés de 𝐴𝐵𝐶. On va trouver le triangle 𝑀𝑁𝑃 inscrit à 𝐴𝐵𝐶 de périmètre
minimal (Problème de Fagnano).

1. On fixe un point 𝑃 sur [𝐴𝐵], trouver 𝑀 ∈ [𝐵𝐶] et 𝑁 ∈ [𝐶𝐴] tel que 𝑀𝑁𝑃 est de
périmètre minimal. On montrera en même temps que ces points sont uniques.

2. Exprimer le périmètre du triangle 𝑀𝑁𝑃 trouvé à la question précédente en fonction
de 𝐶𝑃 et des angles du triangle 𝐴𝐵𝐶.

3. On laisse à présent 𝑃 varier. Trouver pour quel point 𝑃 ∈ [𝐵𝐶], le périmètre de
𝑀𝑁𝑃 est minimal.

3/3


