L1 2016-2017

Algebre et arithmétique 1

Corrigé du contréle continu 2

Exercice 1
Soit E un ensemble. Soient A, B et C des parties de E. Montrer que :

(ANBCANCetAUBC AUC)= BcCC.

Supposons que ANB C ANCet AUB C AUC. Soit x € B. On a alors x € AU B donc
re€ AUC, doncxz € Aouzx € C.

e Size Ajalorsz € ANB,doncxz € ANC, donc z € C.
e Six € (C, on a directement x € C.

Donc z € C. On a donc montré B C C.

Exercice 2

Soient E, F'et G trois ensembles. Soient f,, f, des applications de £ dans F'et g une application
de F'dans G. On suppose go f; = go fy et g injective. Montrer que f; = f5.

Soit x € E. Comme gof; = gofy,ona g(f;(x)) = g(fy(x)), or g est injective, donc f,(x) = fy(x).
On a donc f; = f5.

Exercice 3

Montrer par récurrence que

n+1
VneN, Y k2bl=nontl 1,
k=1

On énoncera précisément I’hypothése de récurrence considérée.

Montrons, par récurrence sur l'entier n > 0, la propriété

n+1

P(n): Z k2F-1 = pontt 4 1.
k=1

Initialisation : La propriété P(0) est

ikz“ =1,
k=1

c’est-a-dire 1 = 1, qui est vraie.
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Hérédité : Supposons que la propriété P(n) est vraie pour un certain entier n > 0. On a alors

n+1
D k2Rt =n2ntt 4,
k=1
donc
n+2
> k2k Tl = n2ntl 41 4 (n 4 2)20H
k=1
=(2n+2)2" +1
=(n+1)2"2 +1,

donc P(n + 1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit que I'égalité

n+1
D k2Rt =2t 41
k=1

est vraie pour tout entier n > 0.



