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Algébre et arithmétique 1

Corrigé du partiel

Exercice 1

Soient F et F deux ensembles et f : £ — F une application. Soit A un sous-ensemble de F.
Montrer que

fH(Cr(A)) = Cr(f71(4))

(ou Cx(Y), qui peut aussi étre noté X \'Y, est le complémentaire de ’ensemble Y dans 1’en-
semble X).

Soitz € E.Ona:

r€fHF\NA) < flx) e F\ A par définition de f~1(F \ A)
= f(z)¢ A par définition de F'\ A
—=axd¢ 1A par définition de f~1(A)
<= zeFE\f1(A) par définition de E\ f~1(A).
On a donc :

fHENA) =B\ f7H(A).

Exercice 2

On définit une suite réelle par u, = 4 et, pour tout entier naturel n, u,,; = —3u, + Sn + 1.
Montrer que Vn € N,u, = 4 (—§>n + n. L’hypothése de récurrence devra étre clairement

2
énoncée.

Montrons par récurrence que la propriété

P(n): wu,=4 <—§>n+n

est vraie pour tout entier n > 0.
Comme uy, =4 et 4 (—%)0 +0=4x140=4, la propriété P(0) est vraie.
Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier n > 0. On a alors :

3 )
Unt1 = —5Un + 3" +1 par définition
3 3\" ) R .
=—3 (4 (—§> + n) + in +1 par hypothese de récurrence
3 n+1 3 5
—4<—2> —§n+§n+1

3 n+1

donc P(n + 1) est vraie.
On a donc démontré : .
vn €N un:4<—7> +n.
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Exercice 3

Soit £ un ensemble et A une partie de E. Soit I'application x 4: £ — {0,1} définie par :

(z) = 1 six €A,
XA =0 siz¢ A

Question 1

Dans cette question uniquement, on pose E = {1,2,3,4} et A = {1,2}. Explicitez x 4.

SiE=1{1,2,3,4} et A = {1,2}, alors x4 est application de E' = {1, 2, 3,4} dans {0, 1} donnée
par :
Xxa() =1 xa(2)=1 xa(3)=0 xa(4)=0.

Question 2

Donner une condition nécessaire et suffisante sur E et A pour que x4 soit injective.

Si x 4 est injective, alors ses restrictions x 4|4 €t X 4|z 4 le sont aussi. Or, ce sont des applications
constantes, par définition de x 4. On a donc

Al =xa(AI <1 et [ENA[= [xa(ENA)[ <1

Réciproquement, supposons que |A| < 1 et |[E\ A| < 1. Montrons que x 4 est injective. Soient
2,y € E tels que x4 () = xa(y)-
o Sixu()=x4(y) =0, alors z,y € E\ A par définition de x4, or E\ A est vide ou est un
singleton, donc c’est le singleton {z} et y € {z}, donc y = =.
o Sixa(z)=x4(y) =1,alors z,y € A par définition de x 4, or A est vide ou est un singleton,
donc c’est le singleton {z} et y € {z}, donc y = x.

L’application x 4 est donc injective si et seulement si A et £\ A sont tous les deux vides ou
réduits a un singleton.

Question 3

Donner une condition nécessaire et suffisante sur £ et A pour que x 4 soit surjective.

Par définition de x 4, ona A = x ;' ({1}) et EXA = x ;' ({0}). Si x 4 est surjective, les ensembles
A et E\ A sont donc non vides.

Réciproquement, si A et £\ A sont non vides, alors :

o il existe un x € A, et on a alors x 4(z) =1;
o il existe un y € E\ A, et on a alors x4 (z) = 0.

L’application x 4 est donc surjective.

On a donc montré que l'application y 4 est surjective si et seulement si A et £\ A sont non
vides.
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Question 4

Donner une condition nécessaire et suffisante sur F et A pour que x4 soit bijective.

L’application x 4 est bijective si et seulement si elle est injective et surjective, c’est-a-dire si et
seulement si :

o les ensembles A et E'\ A sont vides ou des singletons (pour l'injectivité, cf. question
o et les ensembles A et E'\ A sont non vides (pour la surjectivité, cf. question ,

c’est-a-dire si et seulement si les ensembles A et E \ A sont tous les deux des singletons.

Comme |E| = |A|+ |E\ 4| (car E est réunion disjointe de A et E\ A), on en déduit finalement
que X 4 est bijective si et seulement si |[E| =2 et |A] = 1.

Question 5
Démontrez que pour tous sous-ensembles A et B de E on a :
VeeE  xanp(@) =xa(@)xp(®) et xaup(®) = xa(®)+ x5(@) — xa()Xx5(2).

Justifiez toutes vos réponses.

Soient A et B deux parties de E.
Soit x € E. On a :

ar définition de et
1 sized )1 sizeB P X4 © XnB

XA@OXB@ﬂ=={
:{O sizr¢g Aouz ¢ B

Oﬁx%Ax{0$x¢B

1 sizc€cAetxe B

0 si ANB

= S% vE par définition de AN B
1 siz€e ANB

= XanB(T) par définition de x 4p5-

Notons que si D est une partie de E, alors x g\ p(z) = 1 — xp(z) pour tout x € E, d’apres les
définitions de xp et xp p.- Comme E\ (AU B) = (E\ A) N (E\ B) d’apres les regles de De
Morgan, on obtient, pour tout x € F :

Xaup(®) =1— X(E\NA)N(E\B) (z)
=1—Xpa(@)xp5(®)
=1—(1—=xa(@)(1=xp))
=Xa(®) + xp(®) = xa(®)xp(2).
Exercice 4
Soit E un ensemble, P(x) et Q(x) deux propositions dépendant de x € E. Soit R, la proposition

(Jz € E,P(x)) et (z € E, 9(x))

Soit R, la proposition
Jz € E,(P(x) et O(x))

Soit &, la proposition
(Vx € E,P(z)) = (Vz € E,9(x))
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Soit &, la proposition
Ve € E,(P(x) = 9(x))

Pour chacune des questions [I] & ], répondre «oui» entraine que vous devez produire une dé-
monstration ; répondre « non » entraine que vous devez produire un contre-exemple explicite.

Question 1

A-t-on nécessairement K, = Ry ?

Non. En effet, considérons le cas E = N et les propositions P(z): z =0et Q(x): x = 1. Alors
(Jr € Nz =0)est vraieet (Jz € Nz = 1) est vraie, donc R, est vraie. En revanche, &, est
fausse car sinon il existerait un x € N tel que z =0 et z = 1, et on en déduirait 0 = 1, qui est
faux.

Question 2

A-t-on nécessairement K, = R, 7

Oui. En effet, supposons que R, est vraie. Il existe alors un z € E tel que P(z) et Q(z). Comme
on a P(z), on en déduit que (3x € £ P(x)) est vraie. De méme, comme 9(z), la proposition
(Jz € E Q(z)) est vraie. Donc R, est vraie.

Question 3

A-t-on nécessairement §; = S5 7

Non. En effet, considérons & nouveau E = N et les propositions P(z): = =0et Q(z): = = 1.
Comme P(2) est fausse, la proposition (Vx € N P(z)) est fausse, donc 8§, est vraie. En

revanche, P(0) est vraie et Q(0) est fausse, donc I'implication (P(0) = Q(0)) est fausse, donc
8, est fausse.

Question 4

A-t-on nécessairement §, = §; 7

Oui. En effet, supposons que 8, est vraie, et montrons que 8 est vraie. Pour cela, supposons
aussi que (Vo € E P(x)) est vraie. Soit € E, on a alors P(x), et d’apres §, on a aussi
(P(x) = 9(z)), donc on a 9(z), comme voulu.

Exercice 5

Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble fini E.

Question 1

Montrer que AUB = AU (B\ A) et B= (AN B)U (B\ A) ou, dans les deux cas, les deux
parties de la réunion sont disjointes.

4B



Comme B\ A C B par définition, on a AU (B\ A) C AU B.
Soit x € AU B.

e Size A, alorsz € AU(B\ A).
o Siz¢ A, alors x € B, et donc x € B\ A, donc z € AU (B\ A).

On a donc AUB C AU (B\ A). Par double inclusion, on en déduit AUB =AU (B\ A).

Soit z € AN(B\A), alorsz € Aet x € B\ A, donc x ¢ A : contradiction. Donc AN(B\ A) =0,
i.e. la réunion AU (B \ A) est disjointe.

Comme ANB C Bet B\ AC B par définition, on a (AN B)U(B\ A4) C B.
Soit z € B.

e Size A, alorsxz € AN B.
e Siz¢ A, alors x € B\ A.

Donc z € (ANB)U(B\A). On a donc montré B C (ANB)U(B\A), donc B = (ANB)U(B\A)
par double inclusion.

Comme ANBC A,ona (ANB)N(B\NA) CAN(B\A)=0donc (ANB)N(B\A)=10. La
réunion (AN B)U (B\ A) est donc disjointe.

Question 2
En déduire que |AU B| = |A| + |B| — |AN B| (ou |X]|, qui peut aussi étre noté Card(X), est le

cardinal d’un ensemble fini X).

D’apres la question (1} les ensembles A et B \ A forment une partition de A U B, donc on a
|AU B| = |A| + |B\ A|. De méme, AN B et B\ A forment une partition de B, donc
|B| = |AN B| + |B\ A|. Par soustraction, on en déduit |AU B| — |B| = |A| — |AN B, donc

|AUB| = |A|+|B|—|ANB].
Question 3

Montrer que

IAUBUC| = |A| +|B|+|C| - |ANB|—|BNC|—|CNA|+|AnBNC|.

Ona:

JAUBUC|=|AUB|+|C|—|(AUB)NC| d’apres la question 2]
=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|(AUB)NC| & nouveau d’aprés la question 2]

Or,ona (AUB)NC =(ANC)U(BNC) par distributivité de l'intersection par rapport a la
réunion (qui se déduit de la distributivité de A par rapport a V). On trouve donc :

JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|(ANC)u(BNC)|
=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

encore d’apres la question
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