EQUATIONS DE DROITES DANS LE PLAN, DE DROITES ET

DE PLANS DANS L’ESPACE. PRODUIT VECTORIEL DANS

L’ESPACE. DISTANCE D’UN POINT A UNE DROITE, A UN
PLAN.

1 Equations paramétrique et implicite (cartésienne)
d’une droite du plan dans un repére orthonormé ;
distance d’un point du plan a une droite du plan.

Dans tout ce qui suit, on fixe un repére orthonormé! R du plan eucli-
dien P.

1.1 Equation paramétrique d’une droite du plan

Soit D une droite de P. Etant donnés un point A = (z, yo)r de D et un
vecteur directeur o = (1, y1)7z de D, on sait que D = {T;3(A) }ier- On en
déduit qu’on peut écrire :

D ={Tiz(A)her = {(zo + tz1,50 + ty1)R }ter-
En d’autres termes, si f: R — P désigne 'application

R — P
t — (xo+tz,yo+ty)r

on peut écrire D = f(R). On notera que f est injective et induit donc une
bijection de R sur D.
Réciproquement on a :

Proposition 1.2. Soit (a,b, c,d) un quadruplet de réels, avec (a,b) # (0,0).
Alors l’ensemble
{lc+ta,d+tb)r}ier

est une droite de P admettant (a,b)z comme vecteur directeur et contenant
le point (c,d)Rr.

Si D est une droite de P, déterminer une équation paramétrique de D
dans R signifie déterminer un quadruplet de réels (a,b, ¢, d), avec (a,b) #
(0,0), tel que

D={(ct+ta,d+tb)r}icRr.-

1. Pour une partie de ce qui suit, le fait que le repére soit orthonormé n’est pas essentiel
et on pourrait travailler dans un repére quelconque ; cette remarque vaudra aussi quand on
travaillera dans ’espace.



1.3 Equation implicite (ou cartésienne) d’une droite du plan

A partir d'un point et d’un vecteur directeur : soit D une droite de P, A =
(0, yo)r un point de D et U = (21, yl)ﬁ un vecteur directeur de D. Soit M €

——

P. Alors M € D si et seulement si AM est colinéraire & o si et seulement
. -— .

si detr (AM, ) = 0. On en tire :

D={(z,y)r € P, yi(z —w0) —21(y — yo) = 0}
A partir d’un point et d’un vecteur normal :

Définition 1.4. Soit D une droite de P. Un wvecteur normal a D est un
vecteur non nul orthogonal a D.

Proposition 1.5. Soit D une droite de P, A € D et W un vecteur normal
0 P. Soit M € P. Alors M € D si et seulement si AM - 70 = 0.

Proposition 1.6. Soit D une droite de P. Soit T un vecteur normal a D.
Alors l’ensemble des vecteurs normauz ¢ D est l'ensemble

{a T }acr\(0}-

En d’autres termes, c’est I’ensemble des vecteurs non nuls colinéaires a .
En outre ’ensemble des vecteurs orthogonauz a D est I’ensemble

{Oé . W}QER'

En d’autres termes, c’est l’ensemble des vecteurs colinéaires a .

Soit D une droite de P, A = (z9, yo)r un point de D et = (l‘z,yg)ﬁ

un vecteur normal & D. Soit M € P. Alors M € D si et seulement si et
T
seulement si AM - 7 = 0.
On en tire

D={(z,y)r €P, z2(x—z0)+y2(y — yo) = 0}.

Réciproquement, on a :

Proposition 1.7. Soit (a,b,c) un triplet de réels, avec (a,b) # (0,0). Alors
l’ensemble
{(z,y)r € P, ax+by+c=0}

est une droite de P admettant (—b,a)zz comme vecteur directeur et (a,b)z
comme vecteur normal.

Sia#0, D contient le point (—£,0)r.

Sib#0, D contient le point (0,—F)R.



Si D est une droite de P, déterminer une équation implicite (ou carté-
sienne) de D dans le repére R, c’est déterminer un triplet de réels (a, b, ¢),
avec (a,b) # (0,0), tel que

D={(z,y)r €P, ax+by+c=0}.

On dit alors que az+by+c =0 est une équation implicite (ou cartésienne)
de D dans R.

1.8 Passage d’une équation implicite a une équation paramé-
trique et réciproquement

Ce qui précede explique notamment comment :

e étant donnés un point et un vecteur directeur d’une droite de P,
on peut déterminer une équation paramétrique ou implicite de cette
droite dans R ;

e étant donnés une équation paramétrique ou implicite d’une droite
de P dans R, on en déduit un point et un vecteur directeur de cette
droite.

Le passage du paramétrique a l'implicite et réciproquement peut donc se
faire en « transitant » par la donnée d’un point et d’un vecteur directeur.

On peut aussi passer directement d’une équation implicite a une équation
paramétrique de la maniére suivante. Soit D une droite de P et (a,b,c) un
triplet de réels, avec (a,b) # 0, tel que ax + by + ¢ = 0 est une équation
implicite de D dans R. Supposons en outre a # 0 (le cas b # 0 se traitant de
maniere similaire). On peut écrire

b c

D:{($7y)73€733 T=—=——Y— =

a a
Or, pour tout (z,y) € R?,onaz = —g y— < si et seulement s'il existe € R
tel que y =tet x = —gt — £ (en termes informels, « on prend y comme

parametre »). On a donc

b c
D={(~~t- . rber

ce qui est bien une équation paramétrique de D dans R.

1.9 Distance d’un point du plan a une droite du plan

Théoréme 1.10. Soit D une droite de P, et A € P.



1. Il existe un unique point H de D tel que le vecteur ﬁ est orthogonal
a D. Ce point est appelé projeté orthogonal de A sur D.
2. L’application
D — RT
M — AM

admet un minimum en un unique point de D, qui est le projeté ortho-
gonal de A sur D. La valeur de ce minimum est appelé distance du
point A a la droite D et est notée d(A, D). On a d(A,D) = 0 si et
seulement si A € D.

3. Soit (a,b,c) un triplet de réels avec (a,b) # (0,0) tel que ax+by+c =10
est une équation implicite de D dans le repére R. Soit A = (zg, yo)r
avec g, yo € R. Alors

_lazg + byo + |

A,D) =
d( ) ) \/m
2 Définition d’un plan de P’espace

Définition 2.1. Soit (A, , 7) un élément de £ x ? X ? tels que (7, 7)
est un couple de vecteurs non colinéaires. On pose

PA, T, T) = {Me&3a,f) eREAM = - + - T).

L’ensemble P(A, u, 7) est appelé « le plan contenant A et dirigé par le
couple de vecteurs (o, 7) ».

Proposition 2.2. Soit (A, W, V) un élément de € x ExE tels que (U, )
est un couple de vecteurs non colinéaires. Alors A € P(A, , 7)

Soit B € P(A, W, 7). Alors P(A, 4, V) =P(B,d, 7).

Définition 2.3. Une partie P de & est un plan de € s'il existe (4, W, 7)) €
E x ? X ? tel que (7, 7) est un couple de vecteurs non colinéaires et P =
P(A, W, ).

Le couple (7, 7) est alors appelé un couple de vecteurs directeurs de P.

Tout comme une droite n’admet pas un unique vecteur directeur, un plan
n’admet pas un unique couple de vecteurs directeurs. Tout comme on peut
décrire 'ensemble des vecteurs directeurs d’une droite (du plan ou de 'espace)
a partir d’un seul de ses vecteurs directeurs, on peut décrire I’ensemble des
couples de vecteurs directeurs d’un plan de 'espace a partir d’un seul de ses



couples de vecteurs directeurs, mais c’est un peu plus compliqué. Nous ne le
ferons pas ici, notamment parce qu’on peut aussi décrire un plan de I’espace
par la donnée d’un point et d’un vecteur normal (cf. plus bas), et qu’on peut
facilement décrire ’ensemble des vecteurs normaux a un plan donné.

3 Produit vectoriel de deux vecteurs de 1’espace
dans un repere orthonormé

L’espace euclidien £ est muni d’un repere orthonormé R.

Définition 3.1. Soit @ = (z,y, 2)g et ¥ = (2,1, 2')r deux vecteurs de ?,
avec z,y, 2,2y, 2 € R. Le produit vectoriel de @ et ¥ dans le repére R,
noté  Ag U (ou le plus souvent U AU pour alléger I'écriture) est le vecteur
de £ donné par les coordonnées suivantes

UNTY = (y2' — 'z, 2’2 — 22 2y — x’y)ﬁ.

Noter qu’on a ainsi une application

ixd — ¢
(W, V) — UATY

et que contrairement au produit scalaire, le produit vectoriel de deux vecteurs
de I'espace est un vecteur de I'espace (et non un réel).
Le produit vectoriel nous sera utile via les propriétés suivantes :

Proposition 3.2. Soit U et U deuz vecteurs de ?
1. Onad - (dANV)=7-(ZAT)=0
2. OnadANT = ﬁ si et seulement si W et U sont colinéaires.
3. Supposons U et ¥ non colinéaires. Pour tout W € ?, onaW- U=
W =0 si et seulement si W et U AU sont colinéaires.

Remarque 3.3. (hors programme) Via le produit vectoriel, on peut définir
le déterminant d’un triplet de vecteurs de ’espace dans le repére R. Soit

(W, 7, W) e 3. 0on pose alors
detr (W, 7, W) = (4 Ar V) - .

Cette définition généralise de maniere naturelle le déterminant en dimension 2
pour des raisons que nous n’exposerons pas ici.



4 Equations paramétriques et implicites (cartésiennes)
d’un plan de I’espace dans un repere orthonormé ;
distance d’un point de ’espace a un plan de ’es-
pace

L’espace euclidien £ est muni d’un repere orthonormé R.

4.1 Equation paramétrique d’un plan de I’espace

Soit P un plan de €. Soit A = (x0, Yo, 20)R, U = (xl,yl,zl)ﬁ et ¥ =
(2, Y2, zz)ﬁz tels que P = P(A, , 7) On peut alors décrire P de la maniére
suivante :

P ={(vo+tx1 +urs,yo+ 1ty +uya, 20 +t 21+ w22, )R }tu)er?
En d’autres termes, si f: R? — £ désigne I’application

R? — ¢
t — (vo+txi+uxs,yo+tyr+uy,20+tz1 +uz)r
on peut écrire P = f(R?). On notera que f est injective et induit donc une

bijection de R? sur P.
Réciproquement on a :

Proposition 4.2. Soit (a,b,c,a’, b, c e, f,g) € R? tel que les vecteurs (a, b, )z
et (a, b’,c’)ﬁ sont non colinéaires. Alors l’ensemble

{lettatud, fHtb+ub,g+tct+ud)r}uere

est le plan de P contenant le point (e, f,g)r et dirigé par le couple de
vecteurs ((a,b, c)z, (a',0, c)z).

Si P est un plan de &, déterminer une équation paramétrique de P
dans le repére R signifie déterminer (a,b,c,a’,b',c e, f,g) € R? tel que les
vecteurs (a,b, )z et (@', b, )73 sont non colinéaires et tel que

P={(e+tatud, f+tb+ub,g+tc+uc)r}uuere-



4.3 Equation implicite (ou cartésienne) d’un plan de ’espace

De fagon similaire au procédé permettant d’obtenir une équation implicite
d’une droite du plan a partir d’un point et d’un vecteur directeur de cette
droite, on peut obtenir une équation implicite d’un plan de ’espace a partir
d’un point et d’un couple de vecteurs directeurs de ce plan. Ce procédé met
en jeu les propriétés du déterminant d’un triplet de vecteurs de I’espace,
ce qui est hors programme. On se « limitera » donc ici a déterminer une
équation implicite d’'un plan de I’espace a partir de la donnée d’un point et
d’un vecteur normal, en utilisant le produit vectoriel pour déterminer un
vecteur normal a partir d’'un couple de vecteurs directeurs. Les guillemets
dans la phrase précédente sont diis au fait que les méthodes sont en fait
essentiellement équivalentes (le produit vectoriel pouvant étre vu comme un
substitut au déterminant, cf. la remarque hors programme ci-dessus).

Définition 4.4. Soit P un plan de €. Soit 7 € ? On dit que 77 est
un vecteur orthogonal a P si pour tout couple (A, B) de points de P les
vecteurs E et 7 sont orthogonaux.

On dit que 77 est un vecteur normal 4 P si 7 est non nul et orthogonal P.

Proposition 4.5. Soit P un plan de £. Soit (7, 7) un couple de vecteurs
directeurs de P. Soit T € ? Alors T est un vecteur orthogonal a P si et
seulement si - U = 70 - U = 0 si et seulement si 7 est colinéaire & WAV .
En particulier U AU est un vecteur normal ¢ P.
En particulier, si T est un vecteur normal d P, Uensemble des vecteurs
normauz & P est Uensemble des vecteurs non nuls colinéaires 1 et len-
semble des vecteurs orthogonauz a P est l’ensemble des vecteurs colinéaires

a.

La proposition suivante montre qu’un plan de ’espace est entierement
déterminé par la donnée un point et d’un vecteur normal.

Proposition 4.6. Soit P un plan de £. Soit T un vecteur normal d P.
Soit A € P. Alors

P={MeP, AM- 7 =0}.

Soit P un plan de £, A = (z9, yo, 20)r un point de P et W= (z1,41, zl)ﬁ

—
un vecteur normal & D. Soit M € P. Alors M € D si et seulement si AM -7 =
0.

On en tire

D={(z,y,2)r €P, z1(z—z0) +y1(y — %) + 21(2 — 20) = 0}.



Réciproquement, on a :

Proposition 4.7. Soit (a,b,c,d) un triplet de réels, avec (a,b,c) # (0,0,0).
Alors l’ensemble

{(x7yvz)73€737 a$+by+CZ+d:0}

est un plan de £ admettant (a,b,c)r comme vecteur normal.
Sia # 0, P contient le point (—g,O,O)R.
Sib#0, P contient le point (0, —%, 0)R.-
Sic#0, P contient le point (0,0, f%)R.

Si P est un plan de &, déterminer une équation implicite (ou cartésienne)
de P dans le repere R, c’est déterminer un quadruplet de réels (a,b, ¢, d),
avec (a,b,c) # (0,0,0), tel que

P={(x,y,2)r €&, azx+by+cz+d=0}

On dit alors que ax + by + cz + d = 0 est une équation implicite (ou
cartésienne) du plan P dans le repére R.

4.8 Passage d’une équation implicite a une équation paramé-
trique et réciproquement

Ce qui précede explique comment :

e étant donnés un point et un couple de vecteurs directeurs d’un plan
de &, on peut déterminer une équation paramétrique de ce plan
dans R, et réciproquement

e étant donnés un point et un vecteur normal d’un plan de £, on peut
déterminer une équation implicite de ce plan dans le repere R et
réciproquement

Notons en outre qu’étant donné un couple de vecteurs directeurs (o, )
d’un plan, on peut déterminer facilement un vecteur normal & ce plan : on
prend le produit vectoriel U A Y. Ceci permet le passage d’une équation
paramétrique a une équation implicite, en « transitant » par la donnée d’un
point et d’'un couple de vecteurs directeurs.

Expliquons a présent comment passer d’une équation implicite a une
équation paramétrique. Soit P un plan de &€ et (a,b, ¢, d) un quadruplet de
réels, avec (a, b, c) # 0, tel que ax+ by + cz+d = 0 est une équation implicite
de P dans R. Supposons en outre a # 0 (les cas b # 0 et ¢ # 0 se traitant de
maniere similaire). On peut écrire

b c d

D = — -
{(xayaZ)R 6737 x (ly (LZ CL}
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Or, pour tout (z,y,2) € R?, ona z = —gy —Sz- g si et seulement s’il
existe (t,u) € R?telque y =tet z =u et x = —275— Su— g (en termes
informels, « on prend y et z comme parameétres »). On a donc

b c d

P={(-_t-—u——tuRr}tumer:

ce qui est bien une équation paramétrique de P dans le repére R. En parti-
culier, un couple de vecteurs directeurs de P est ((—g, 1, O)ﬁn (0, -5, 1)?‘3)

4.9 Distance d’un point de ’espace a un plan de ’espace

Théoréme 4.10. Soit P un plan de £, et A € £.

1. Il existe un unique point H de P tel que le vecteur zﬁ[ est orthogonal
a P. Ce point est appelé le projeté orthogonal de A sur P.
2. L’application
P — RT
M — AM

admet un minimum en un unique point de P, qui est le projeté or-
thogonal de A sur P. La valeur de ce minimum est appelé distance
du point A au plan P et est notée d(A,P). On a d(A,P) =0 si et
seulement si A € P.

3. Soit (a, b, c,d) un quadruplet de réels avec (a, b, c) # (0,0,0) tel que ax+
by + cz +d = 0 est une équation implicite de P dans le repere R.
Soit A = (x0, Yo, 20)R avec xo,Yo, 20 € R. Alors

B |al‘o + byo + czo + d|

WP = E e e

5 Equations paramétrique et implicites (cartésiennes)
d’une droite de I’espace dans un repeére ortho-
normé ; distance d’un point de D’espace a une
droite de I’espace.

5.1 Equation paramétrique d’une droite de I’espace

Soit D une droite de £. Etant donné un point A = (g, 5o, 20)r de D et
un vecteur directeur @ = (1,1, z1)7 de D, on sait que D = {T;3 (A) hier.-
On peut alors décrire D de la maniere suivante :

D = {T}5(A)}ter = {(xo + t o1, 50 +ty1, 20 +t 21)R }icR-



En d’autres termes, si f: R — £ désigne 'application

R — €&
t — (zo+tz,yo+ty,20+1t21)R

on peut écrire D = f(R). On notera que f est injective et induit donc une
bijection de R sur D.
Réciproquement on a :

Proposition 5.2. soit (a,b,c,d, e, f) un sextuplet de réels, avec (a,b,c) #
(0,0,0). Alors l’ensemble

{(d+ta,e+tb, f+tc)r}ter
est une droite de £ admettant (a, b, 0)7—3 comme vecteur directeur et contenant
le point (d, e, f)r.

Si D est une droite de &£, déterminer une équation paramétrique de D
dans le repere R signifie déterminer un sextuplet de réels (a,b,c,d, e, f),
avec (a,b,c,d, e, f) # (0,0), tel que

D={(d+ta,e+tb, f+tc)r}ter-

5.3 Systéme d’équations implicites (cartésiennes) d’une droite
de I’espace

Soit D une droite de €. Soit A = (x0, Yo, 20)r un point de D et U =
(x1,1, zl)ﬁ un vecteur directeur de D.

—
Soit M € P. Alors M 62 si et seulement si AM est colinéraire & 1 si
et seulement si AM AW = 0. On en tire

z1(y — yo) — y1(z — 20)
D={(z,y,2)r €€, x1(z — 20) — z1(x — o)
y1 (2 — z0) — 21(y — Yo)

0
0
0

Si M = (z,y, 2)Rr, la relation / - (m A W) = 0 se traduit dans le systéme
ci-dessus par le fait que z1(L1) + y1(La) + 21(L3) est I’équation 0 = 0.
Comme (z1,y1,21) # (0,0,0), on en déduit que le systéeme de trois équations
ci-dessus est équivalent au systéeme de deux équations obtenu en supprimant
de maniére adéquate une des équations.

Par exemple si z; # 0, le systéme est équivalent au systéeme obtenu en
remplacant (L3) par (L) + 2-(L1) + £+(L2) et on peut écrire

_ 21(y —yo) —y1(z —20) =0
D ={(z,y,2)r €€, {xl(z—zo)—21(x—xo) :0}
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Réciproquement, on a :

Proposition 5.4. Soit (a,b,c,d) et (o', b, ,d") deux quadruplets de réels tels
que les vecteurs (a, b, 0)7—5 et (a',V, c’)ﬁz sont non colinéaires. Alors I’ensemble

ar+by+cz+d =0
{(z,y,2)r €€, {a’1‘+b’y+c’z+d/ O}

est une droite de .

La démonstration sera donnée en cours et utilisera la méthode dite du
pivot dans la résolution des systemes d’équations linéaire. Elle fournit en
fait un moyen de passer d’un systéeme d’équations implicites d’une droite de
I’espace & une équation paramétrique.

Si D est une droite de £, déterminer un systeme d’équations implicites
(ou cartésiennes) de D dans le repére R, c’est déterminer deux quadruplets
de réels (a,b,c,d) et (a',V',c,d’) tel que les vecteurs (a,b, c)z et (a',b', )
sont non colinéaires et tel que

ar+by+cz+d =0
drx+by+dz+d 0

}

D ={(x,y,2)r €€, {

ar+by+cz+d =0
drx+by+cdz+d =0
implicites (ou cartésiennes) de la droite D dans le repére R.

Notons qu’en particulier on a (a,b,c) # (0,0,0) et (a/,b',) # (0,0,0).
Ainsi si P; est le plan d’équation ax +by+ cz+d = 0 dans R et Ps le plan
d’équation a’ z + by + ¢ z +d = 0 dans R, le systeme d’équations ci-dessus
décrit géométriquement D comme l'intersection de deux plans de 1’espace.

En outre on sait que = (a,b, c)ﬁ est un vecteur normal & Py et 7o 1=
(a',V',c')73 est un vecteur normal & P». Considérons alors W un vecteur
directeur de D. Comme on a D C P, U est orthogonal a 1. De méme U est
orthogonal a 72. On en déduit que U est colinéaire & 71 /\ﬁg. Ainsi 71 /\72
est un vecteur directeur de D.

On dit alors que { est un systeme d’équations

5.5 Passage d’un systeme d’équations implicites a une équa-
tion paramétrique et réciproquement

Ce qui précede explique comment :
e étant donné un point et un vecteur directeur d’une droite de £, on
peut déterminer une équation paramétrique de cette droite dans R,
et réciproquement
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e étant donné un point et un vecteur directeur d’une droite de £, on
peut déterminer un systéme d’équations implicites de cette droite
dans R
e étant donné un systéme d’équations implicites d’une droite de &£
dans R, on peut déterminer une équation paramétrique de cette
droite dans R
Le passage du paramétrique a 'implicite peut alors se faire en « transitant »
par la donnée d’un point et d’un vecteur directeur.

6 Distance d’un point du plan a une droite du plan

Théoréme 6.1. Soit D une droite de &£, et A € £.

1. 1l existe un unique point H de D tel que le vecteur zﬁ est orthogonal
a D. Ce point est appelé projeté orthogonal de A sur D.
2. L’application
D — RT
M — AM

admet un minimum en un unique point de D, qui est le projeté ortho-
gonal de A sur D. La valeur de ce minimum est appelé distance du
point A & la droite D et est notée d(A,D). On a d(A,D) = 0 si et

seulement si A € D.

3. Soit B un point de D et U un vecteur directeur de D. Alors

—
|BAA|
d(A’D):TH TR

En particulier si on note A = (x0, Yo, 20)r, B = (21,1, 21) avec xo, Yo, 20, T1, Y1, 21 €

R et 4 = (a,b, ¢)z avec (a,b,c) € R3\{(0,0,0)}, la quantité d(A, D)*

est égale a

[(yo — y1)c — (20 — 21)b]* + [(wo — 21)c — (20 — 21)a)® + [(wo — x1)b — (yo — yl)a]é

a? + b2 4 ¢?
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