Les axiomes de Peano

1 Lesaxiomes

Les axiomes de l’arithmétique de Peano sont :

Lélément appelé zéro et noté 0, est un entier naturel.

Tout entier naturel n a un unique successeur, noté s(n).

Aucun entier naturel n’a 0 pour successeur.

Deux entiers naturels ayant le méme successeur sont égaux.

Siun ensemble d’entiers naturels contient 0 et contient le successeur de chacun de ses éléments,
alors cet ensemble est égal a 'ensemble des entiers naturels.
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L'axiome[L]assure en particulier que ’ensemble des entiers naturels est non vide.
L’axiomeE]dit que l'application s est injective. (Elle n’est pas surjective d’aprés l'axiome[3.})
L’axiomeest appelé l'axiome de récurrence.

Les entiers 1 = 5(0), 2 := s(1) = s(s(0)), ... sont définis a partir de 0 et de 'application s. De méme,
l’addition, la multiplication, larelation d’ordre <, ... sont définies a partir de s. Par exemple, Uaddition +
est définie par :

« 0+ n = n pour tout entier naturel ;

« s(m) + n = s(m + n) pour tout couple d’entiers naturels (m, n) ;

et I'inégalité m < n est définie comme : il existe un entier naturel d tel que n = m + d.

2 Un modeéle dans la théorie des ensembles

Dans le cadre de la théorie des ensembles, on peut fabriquer un ensemble IN et une application s qui
vérifient les axiomes de Peano. Cela s’appelle un modéle de 'arithmétique de Peano. Informellement,
cela veut dire que la théorie des ensembles « contient » arithmétique de Peano. La maniéere usuelle
de le faire est la suivante.

+ O est’ensemble vide @.

+ L'applicationsest :

st N — N
x +— xUf{x}.

Ainsi, 1 est représenté par le singleton {@}, 2 est représenté par ’ensemble {0,1} = {@, {@}}, et plus
généralement l'entier n est représenté par l'ensemble a n éléments {0, 1, ..., n — 1}.
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