M2 2023-2024

Théorie de Galois

FExercices

A rendre : 10 exercices.
Exercice

Soit L/K une extension de corps. Soit f un automorphisme du corps L. Montrer que f est K-linéaire si
et seulement si f|x = idg.

Exercice 2

Quel est le groupe des automorphismes de Q(\/§) 7 Quel est le groupe des automorphismes de Q(\7§) ?
Quels sont les morphismes de corps de Q(4/2) dans C?

Exercice 3

Soit p un nombre premier, et soit L := [,(X) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans le
corps [,. Soit K :=[F,(X?) C L. Quel est le groupe des automorphismes K-linéaires du corps L ?

Exercice 4

Soit K un corps, et soit K une cloture algébrique de K. Montrer que I'extension K/K est normale.
Est-elle séparable ?

Exercice 5

Soient L/K et M /L des extensions de corps. On suppose que I'extension M /K est normale. Montrer que
Pextension M /L est normale.

Exercice 6

Soit /K une extension de corps, et soient Ly, L; deux sous-corps de 2 contenant K. On suppose que
les extensions Ly/K et L,/K sont normales. Montrer que les extensions L, N Ly /K et LyL;/K sont
normales. (Ici, L L, désigne le sous-corps de € engendré par Ly U L;.)

Exercice 7

Montrer que les extensions Q(v/2)/Q et Q(+/2)/Q(1/2) sont normales, mais que Q(v/2)/Q ne 'est pas.

Exercice 8

Soit K un corps, et soit P(X) € K[X]. Soit L un corps de décomposition de P sur K. Montrer que
[L: K] < (deg P)!.
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Exercice 9

Montrer que toute extension finie est contenue dans une extension normale finie.

Exercice 10

Soit p un nombre premier, et soit L := (X, Y) le corps des fonctions rationnelles en deux variables sur
F,. Soit K := [, (X?,Y?) C L. Montrer que I'extension L/K est de degré p?. En déduire qu’elle n’est
pas monogene.

Exercice 11

Soit L/K une extension finie. On note L, le sous-corps de L formé de ses éléments séparables sur K.
On note [L : K], le nombre de morphismes de corps K-linéaires de L dans une cloture algébrique K de
K. Montrer que [L: K], = [L K]. Montrer que [L : K|, est un diviseur de [L : K].

sep :

Exercice 12

Montrer que tout corps fini est parfait.

Exercice 13

Montrer que toute extension algébrique d’un corps fini est galoisienne.

Exercice 14

Soit L/K une extension finie galoisienne. Soit G' un sous-groupe de Gal(L/K). Soit M := L%. Soit
o € Gal(L/K). Montrer que oM correspond au sous-groupe cGo ! par la correspondance de Galois.

Exercice 15

Soit ¢ une puissance d’un nombre premier, et soit d > 1 un entier. Soit ¢,: [ o — F 4 'automorphisme
défini par ¢ (z) = 2. Déterminer le polynéme minimal et le polynéme caractéristique de 'application
[ -linéaire .

Exercice 16

Soit K un corps, soit n > 1 un entier, non divisible par la caractéristique de K. Soit L 'extension
de K engendrée par les racines n-iémes de I'unité. Notons y: Gal(L/K) — (Z/nZ)* le caractére cyclo-
tomique. Montrer que le n-ieme polynéme cyclotomique ®,, est irréductible si et seulement si x est un
isomorphisme.

Exercice 17 : cercle de Carlyle

Soient s et p deux nombres réels algébriques. Dans R?, soient A := (0,1) et B := (s,p). Soit € le cercle
de diametre [AB]. Montrer que les intersections de € avec la droite R x {0} sont les points (z,,0) et
(74,0), ot 7, et z; sont les racines du polynome X2 — sX + p. Expliquer comment faire la construction
au compas seul, & partir des points de coordonnées (0,0), (1,0), (s,0) et (p,0), dans le cas o p # —1.
Expliquer comment faire si p = —1, par exemple en remplagant (s, p) par (2s,4p).
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Exercice 18

Trouver une construction au compas seul du polygone régulier a 17 cotés.

(Compte comme 5 exercices.)

Exercice 19

Soit L/K une extension finie séparable, de degré n. Soit M une extension de K contenant une cloture
galoisienne de L.

(i) Montrer qu'il y a exactement n morphismes de corps K-linéaires de L dans M. On les notera oy, ...,
0,_, dans la suite de I'exercice.

Justifier I'existence d’un = € L tel que L = K|[z].
Montrer que 1, z, 22, ..., ™! est une K-base de L.
Quel est le déterminant de la matrice (0;(27))y<; j-,, 7 Montrer qu’il est non nul.

Montrer que le déterminant de la matrice (Trj, / (I )o<i j<n €st le carré du déterminant précédent.
En déduire que @,y = Trp i (zy) est une forme K-bilinéaire non dégénérée sur L.

(vi) Soit (e;)o<jcpn, une K-base de L. Montrer que le déterminant de la matrice (0;(e;))o<; j<pn €St non
nul. Méme question pour la matrice (Tryx(€;€;))o<; jon-

(Compte double.)

Exercice 20

Soit L/ K une extension finie, et soit z € L. Montrer que si z n’est pas séparable sur K, alors Try, () = 0.

Exercice 21

Soient M /L et L/K des extensions finies. On suppose que M /K est galoisienne. En utilisant les formules

Try k(@) = Z o(z) et Ny (z) = H o(x),
s€Gal(M/K) o€Gal(M/K)

montrer les égalités

TrM/K = TrL/K ° TfM/L et NM/K = NL/K ° NM/L .

Exercice 22

Soit G' un groupe agissant sur un A-module M. On note Z'(G, M) I'ensemble des 1-cocyles sur G &
valeurs dans M. On note 1 I'élément neutre de G et 0,, 1'élément neutre de M. Soit ¢ € Z1(G, M).
Montrer que ¢, = 0y

Exercice 23

Soit G un groupe agissant sur un A-module M. On note Z!(G, M) I'ensemble des 1-cocyles sur G &
valeurs dans M, et B(G, M) I’ensemble des 1-cobords sur G & valeurs dans M. Montrer que

BY(G, M) C Z*(G, M).
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Exercice 24

Soit G un groupe agissant sur un groupe H. On note
ZYG,H) = {c: G — H/Vo,T€Gc,, =c,o(c.)}.

I’ensemble des cocycles. On dit que deux cocycles ¢ et ¢’ sont cohomologues s’il existe x € H tel que

Vo € Gae, =c

20(2).

Montrer que c’est une relation d’équivalence. Montrer que si H est commutatif, alors c’est la relation de
congruence modulo les cobords.

Exercice 25

Soit G un groupe cyclique, de générateur o, agissant sur un groupe commutatif M. Montrer que I'appli-
cation

HY(G,M) — coker(id—o)
c — ¢

o

ker (Z T) /im(id —0) .
T€G

(Rappelons que coker(id —o) := M /im(id —0).)

est bien définie, injective, et d’image

Exercice 26

Soient G un groupe, H un sous-groupe de G, M un A[G]-module. Montrer que 'application

{M —  Ind§(M)
x = (o o(x))

induit un morphisme H'(G, M) — H'(G,Ind%(M)). Par le lemme de Shapiro, on en déduit un mor-
phisme H'(G, M) — H'(H, M). Montrer que c’est la restriction.

Exercice 27

Démontrer un analogue de la théorie de Kummer dans le cas des extensions abéliennes d’exposant p, en
caractéristique p.

(Compte triple.)

Exercice 28

Soit (X;);e; une famille d’espaces topologiques. On note [],_, X; leur produit, et m;: [[._, X; — X
la projection sur X, pour tout j € I. On munit Hie s X, de la topologie produit, ou les ouverts sont
les réunions (pas forcément finies) de parties [],_, U;, ot U; est un ouvert de X;, et {i € I/U; # X;}
est fini. Montrer qu’une suite (y<”))n>0 d’éléments de Hie] X, converge si et seulement si, pour tout g,

(m;(y'™)) 0 converge.
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Exercice 29

Soit K un corps, soit M € X, (K). Montrer que la K-algebre K[M] est diagonalisable si et seulement si
la matrice M est diagonalisable sur K.

Exercice 30

Soit K un corps, soit P(X) € K[X]. Montrer que la K-algebre K[X]/(P(X)) est diagonalisable si et
seulement si P est scindé a racines simples sur K.

Exercice 31

Montrer que C ®g C est isomorphe & C? comme C-algebre, et expliciter un tel isomorphisme.

Exercice 32

Soit L/K une extension finie de degré n. Montrer qu’elle est galoisienne si et seulement si la L-algebre
L ®p L est isomorphe a L™.

Exercice 33

Soit K un corps parfait, et A une K-algebre finie. Montrer que A est étale si et seulement si elle est
réduite.

Exercice 34

Soit A un anneau commutatif unitaire, et soit S une partie de A, contenant I’élément unité et stable par
multiplication. On note S~!A le localisé de A qui rend inversibles les éléments de S. Montrer que les
idéaux premiers de S~'A sont en bijection croissante (pour l'inclusion) avec les idéaux premiers de A
qui ne rencontrent pas S.

Exercice 35

Soit K/Q le corps de décomposition de X3 — 7. Montrer que son groupe de Galois est isomorphe a S,
et déterminer les corps intermédiaires entre Q et K.

Exercice 36

Montrer que les corps Q(v/7) et Q(v/11) ne sont pas isomorphes.

Exercice 37

Soit L/K une extension finie d'un corps fini K. Montrer que la trace Trp et la norme N /. sont
surjectives.

Exercice 38

Soit L/K une extension galoisienne de degré 8100. Montrer qu’il existe un corps M, avec K C M C L,
tel que lextension M /K soit de degré 100.
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